H17T1A2

a) Bestimme die Ordnung der Nullstelle zyp = 0 der Funktion

f(2) := 6sin(2*) + 2*(2° — 6)
b) Sei b > 0. Zeige, dass gilt:

/e‘xz cos(2bx)dx = \/7%6_1)2

Es darf ohne Beweis [ e dt = /7 verwendet werden.
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Hinweis: Betrachte fiir R > 0 das Kurvenintegral [ e~*"dz, wobei vr der

R
Rand des Rechtecks mit den Eckpunkten +R + 0i und +R + b ist.

Zu a):

f(2) :=6sin(z*) + 2°(2° — 6) = 6 i (Q(k_—_il_);'z?’(%ﬂ) +23(2% - 6) =
k=0 '

— 63 — gzg 4 6<§: (—1)* 23(2k+1)> NS o 6§: (—1)F 80k _
3! ~ (2k + 1)! ( !

Um die Nullstellenordnung zu berechnen, bringe f in die Form f(z) = (2—0)"g(2)

f ist als holomorphe Funktion, die auf ganz C definiert ist, ganz und konvergiert
somit fiir alle z € C.

Werte g(2) := Y (é;i)lk)!z?’(%_‘l) bei zg = 0 aus.

= ¢(0) = 5 # 0 = Nullstellenordnung von f(0) ist 15.
Zu b):

Fiir z € R ist |cos(2bx)| € [0,1], also ist o : R — [0,00[,  — e % eine in-
tegrierbare Majorante. Daher ist f : R — R, & — e %" cos(2bz) € L*(R), also
integrierbar.

Weil cos(2bx) = cos(2b(—x)) gilt (also achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse)



und auch e~ = e~ (-9 gilt, folgt:

[e.9] [e.o]

2/6_:02 cos(2bx)dx = /e_””2 cos(2bx)dx

0 —00

Unter Verwendung des Hinweis, betrachte erstmal das Kurvenintegral [ e~

TR

iiber den Rand des Rechtecks.

Sei Yr = Yr1+7Yr2+HVR3FVRA Mt
Yr1:[—R,R| - C,t—1t, ~yro:[0,b] > C,t— R+it
Y3 [-R,R] = C,t—t+ib, ~yga:[0,b] >C,t— —R+it
= / Py = / _Zde—i— / e dy — / e dy — / e dz

YR,1 YR,2 YR,3 TR,4

Da g:C — C, z +— ¢ = holomorph ist, gilt nach dem Cauchy-Integralsatz

/e_Zde =0

TR

R
/ e dz = / ldt 22 (laut Angabe)
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Substitution t——s
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bz(/e(5)26Zi(S)b(—l)ds—i-/ethMbdt) =
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LimaNp PLs /6_52 cos(2bs)ds
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/ e*Zde _ /e(t+ib)2 dt = /e(t2+2itbb2)dt _ /et2€2itb€b2dt _
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b b
‘/ dz = ‘/e (Re+it) zdt‘ /|e (B+it)| gt = /e
R 0 0

b b
Re(—R2=2Rit+?) gy _ /e—R2+t2dt: 6—R2/6t2dt < e By F2e
0 0

o\@

‘ / —2z2 dZ _ ’/ —R+it)? Zdt) /|6_( R+zt)2|dt /

o\@

e(—(R+it)?) gy —

( R+’Lt) )dt

b b
_p2 42 _p2.42 _p2 2 _p2 p2, R
6§Re( R°4+2Rit+t )dt:/G R+t dt = e R /et dt < e Rebb —00 0
0 0

Insgesamt:
) 2 . - . 2 . 2 .
lim e ?“dz= lim e ? dz+ lim e *dz— lim e *dz— lim
R—o0 R—o0 R—o0 R—o0 R—o0
YR YR,1 YR,2 YR,3 YR,4

0=v7+0-2" /6_82 cos(2bs)ds — 0

2et*

= /682 cos(2bs)ds = v = /e ** cos(2bx)da
0 0
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