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Es sei a > 0 ein gegebener Parameter. Betrachte die Folge (f,,)nen von Funktionen
fn i R — R mit

fl@) = 0 falls =z =0.

{% falls a # 0,

Beweise:

a) Jede Funktion f, ist stetig.

b) Die Folge (f,)nen konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion.

¢) Falls o < 3, so konvergiert die Folge (f,)nen gleichméBig.
Hinweis: Es gilt |sin(z)| < |z| fiir alle z € R.

d) Falls o > 1, so konvergiert die Folge (f,)nen nicht gleichméBig.

zZu a):
fn R\ {0} — R ist als Komposition stetiger Funktionen stetig.

Priife Stetigkeit im Punkt 0. f,, ist stetig in 0, wenn lir% fulz) =0:
T—

lim f,(z) = lim st(—na:U) —  lim 2sin(n“x) cos(n“x)n® _
z—0 x—0 nxr I’Hospital z—0 n

= lim 2n* ' sin(n®x) cos(n®z) = 0
z—0

zu b):
fR=>Rz—0

(fn)nen konvergiert punktweise gegen f, wenn Vo € R: lim, . fu(z) = f(x).
Mittels Fallunterscheidung;:

x = 0: offensichtlich ist der Grenzwert 0.

r # 0: limy, oo fr(z) = lim, o sini(;“:v) =0, da |nz| — oo, sin?(n%r) € [0,1]
n—oo

fiir n — oo.



zu c):
Sei o < %, f wie in 2.

(fn)nen gleichméBig konvergent < limsup | f,,(x) — f(z)| =0

—00

z€R
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: , sin®(n®z)
limsup | f,(x) — f(z)| = limsup | —— — O‘
n— oo n— oo nx
zeR x€ER
_ sin?(n%r)| .. sin?(n%z)
= max { limsup | ——=|, limsup |—— <
n— o0 nr n—o0 nr Hinweis
z€[—1,1] z€R\[-1,1]
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max ¢ limsup , limsup —— » = max < limsupn , limsup — = 0
n—oo | | n—oo |/n,l'| n—o00 n—00 n 2a<1
ze[—1,1] z€R\[-1,1] xe[—1,1] z€R\[-1,1]

zu d):

Sei a > 1; Da (fn)nen punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert, geniigt
es zu zeigen, dass (f,)nen nicht gleichméBig gegen die Nullfunktion konvergiert.
Ein gleichméfliger Limes der Folge, wenn er existiert, miisste ndmlich auch der
punktweise Limes, also die Nullfunktion, sein. Zu zeigen ist also das Gegenteil
der Aussage

Ve>03dno e NVz e RVn e N: (n>ng=|fu(x)] <e),

also
de>0Vnpe NIz e RIne N: (n>ngA|fulx)] > €).

Hierzu nehmen wir € = % > 0. Es sei ng € N gegeben. Wir nehmen z = ng a% eR

und n = ny € N. Dann folgt einerseits trivialerweise n > ngy. Andererseits gilt
sin(n“z) = sin(3) = 1, also

1

= —_—= na_l
[na|

> —=c
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[fn ()]

wie zu zeigen war. Wir haben verwendet, dass n® ' > 1 wegen « > 1 und n > 1
gilt.



