Herbst 16 Themennummer 2 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

(a)

Sei auf R? das Anfangswertproblem
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alt)
gegeben und sei u(t) = | B(t) | ,t € J dessen maximale Losung.

Man zeige: Die Funktionen

E1($7yvz) = x2 - y2 und EQ(ajvy?Z) = y2 - 22

sind erste Integrale von v. (Ein Erstes Integral ist eine Erhaltungsgrifle, also ei-
ne stetig differenzierbare Funktion FE, deren Ableitung lings des Vektorfeldes v
verschwindet; d. h. E'(z,y, 2)v(x,y,2) = 0. Ein Erstes Integral ist demnach auf

Losungskurven konstant.)

(b) Man zeige: Fiir ¢ nahe 0 gilt a(t) = —8(t) = v(t).
Hinweis: Es gilt F;(u(t)) = E;(u(0)) fiir alle ¢,7 = 1,2.

(c) Man bestimme die Losung u(t) und das maximale Definitionsintervall J.

Losungsvorschlag:

(a)

(b)

Natiirlich sind beide Funktionen stetig differenzierbar, da es sich um Polynome
handelt, die sogar glatt sind. Wir berechnen F(z,y, 2)v(z,y, z) = 2xyz —2yzx+0 =
0 und E)(z,y, 2)v(x,y,z) = 04 2yze — 2zxy = 0 fiir alle z,y, 2z € R.

Weil die Strukturfunktion der Gleichung stetig ist, konnen wir mit dem Satz von
Peano auf die Existenz einer Losung schliefen die nahe 0 definiert ist. Weil sogar
eine glatte Strukturfunktion vorliegt, diese also lokal lipschitzstetig ist, folgt mit
dem Satz von Picard-Lindelof sogar die Eindeutigkeit der Maximallosung.

Nach dem Hinweis bzw. (a) gilt a(t)? — B(t)? = 0, also |a(t)| = |3(t)| und B(t)* —
y(t)? =0, also |B(t)| = |y(t)] fiir alle t € J.

WEeil die Losung differenzierbar und damit insbesondere stetig sein muss, wechseln
alle drei Funktionen a, /3,7 nahe 0 ihr Vorzeichen nicht. Die Anfangsbedingung
impliziert dann «(t),v(t) > 0 und S(t) < 0 in einer Umgebung von 0.

Damit folgt dann aus |¢| = |d| <= ¢ = +d die Aussage.

Nahe 0 kénnen wir mit dem Ansatz u(t) = (a(t), —a(t), a(t))T arbeiten, was auf das
Anfangswertproblem o/ = —a?, «(0) = 1 fiihrt. Dessen Losung kénnen wir leicht

erraten und sehen, dass die Losung durch a(t) = T3 fir t € (—1, 00) gegeben ist.
Fir t € J = (=1, 00) definieren wir nun u(t) = (1/(t+1),—1/(t+1),1/(t+1)) und

stellen fest, dass diese Funktion unser Anfangswertproblems auf R? 16st.

J.F.B.




