Herbst 16 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Gegeben sei die Funktion f(z) := 2z, 2z € C. Bestimmen Sie alle Punkte z € C,
fiir die die komplexe Ableitung f'(z) existiert.
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Nenner nicht verschwindet. Bestimmen Sie fiir jede Singularitét (in C) den Typ.
Ist z = 0o eine Singularitdt von f? Falls ja, von welchem Typ?

(b) Die Funktion h(z) :=

sei fiir alle z € C definiert, fiir die der

(c) Sei D das Dreiecksgebiet in der komplexen Ebene, das durch die Punkte 0+ 0i, 1 +
07 und 1 + ¢ aufgespannt wird. Sei weiter v ein Weg, dessen Spur den Rand von D
gegen den Uhrzeigersinn einmal durchlduft. Bestimmen Sie das Wegintegral

/]z|2dz.
ol

Losungsvorschlag:

(a) Wir setzen z = z+1y an, betrachten Real- und Imaginérteil von f und untersuchen,
ob die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfiillt sind. Dazu berechnen wir
9(z,y) = f(z+iy) = (z—iy)(z+iy)* = (z+iy)(2° +¢?) = 2° + 2y’ +i(ya® +y°) =
u(z,y) + iv(x,y) und halten fest, dass u und v glatte Funktionen sind.

Wir berechnen
Oyu(z,y) = 322 + o = 22432 = Oyv(z,y)

sowie '
yu(z,y) = 2zy = —2zy = —0,v(z,y).

f besitzt in z = x+iy genau dann eine komplexe Ableitung, wenn beide Gleichungen
erfiillt sind. Die letzte Gleichung lésst sich zu 4xy = 0 umformen, was genau fiir
x = 0 oder y = 0 erfiillt ist. Fiir z = 0 liefert die erste Gleichung y? = 3y?> <=
2y =0 <= y = 0 und fiir y = 0 liefert die erste Gleichung 322 = 2% <= 22% =
0 <= z=0.

Beide Gleichungen sind also genau fiir z = 0 + 0 = 0 erfiillt und der einzige Punkt
in dem f eine komplexe Ableitung besitzt ist 0.

(b) Wir bestimmen zunéchst die Nullstellen des Nenners, der erste Faktor verschwindet
genau fiir z; = 1 und die Nullstellen des zweiten Faktors erhalten wir nach Fakto-
risierung 922 + 12z +4 =9(z + 2) als z, = —3.

Setzt man diese Punkte in den Zéahler ein, stellt man fest, dass dieser nicht verschwin-
det. Alle Singularititen sind nimlich reell und fiir reelle z gilt 28 + 2* +2 > 2 > 0.
Weil z; eine dreifache Nullstelle des Nenners ist und der Zahler nicht verschwindet,
handelt es sich hier um einen Pol dritter Ordnung. Analog ist z5 als doppelte Null-
stelle des Nenners bei nicht verschwindendem Zéahler ein Pol zweiter Ordnung.
Auch z = oo ist eine Singularitéit von f. Weil das Zahlerpolynom Grad 8 hat und das
Nennerpolynom Grad 5 hat, handelt es sich bei co um einen Pol dritter Ordnung.



(c) Wir wihlen eine Parametrisierung von 7 und teilen diesen dafiir in drei Teilwege
auf, die den Dreiecksseiten entsprechen. Anschlieffend berechnen wir das Wegintegral
langs dieser Wege und addieren unsere Ergebnisse.

Wir wihlen fiir die horizontale Dreiecksseite v, : [0,1] — C, ¢ + ¢ und erhalten
J, |ePdz = [y ede = [5]5 = 3.
Fiir die vertikale Seite parametrisieren wir ~, : [0,1] — C,¢ — 1 + ti und erhalten

S, 12Pde = [ 1+ tiPidt =i f) 1+ £2dt = [t+ 5]k = 5.

Zuletzt untersuchen wir die schriige Seite mittels v3 : [-1,0] = C,t — —t(1 + i) zu
[ |2z = [° 22(1 + i)t = (1+0)[22]°, = 2(1+1).

Addieren wir alle Teilergebnisse, so erhalten wir als Endergebnis, dass f7 |z|2dz =
1+ 2¢ ist.

J.F.B.



