H16T1A5

Betrachte das Differentialgleichungssystem

¥ = -2 + 2%y — 2y

yl — _2$3 o y3 +x2y+ 2y4

Bestimme alle Ruhelagen des Systems und untersuche diese auf Stabilitat.

Losung:
Um die Ruhelagen bestimmen zu koénnen, miissen ' = 0 und ¢y’ = 0 gesetzt
werden.
—23 4+ 2%y — 2> =0 (1)
—22° — P + 2Py + 2y =0 (2)

Lose zunéchst die Gleichung (1):
Betrachte das Differentialgleichungssystem
—2® + 207y — a2y = —z(2® — 22y +y}) =0 —w(z—y) =0

=x=0 oder z=y
Fiir x = 0 liefert die Gleichung (2):

1
—y* +2y* =0 = Ruhelagen bei (0,0) und (0, 5)
Fir x = y liefert die Gleichung (2):
2 — 2t 420t =0 20 + 2t =0 —223(1 — 1)

= Ruhelage bei (0,0) und (1, 1)

Stabilitdtsuntersuchung der Ruhelagen durch Linearisieren:

Bezeichne f(z,y) die rechte Seite der Gleichungen, so ist

(=327 + day — P 222 — 2xy
(Jf)(x,y) = ( —6x2+2xy —3y2—|—x2+8y3

die erste Ableitung (Jacobi-Matrix) von f(x,y).

Fiir die Ruhelage (0,0) ergibt (Jf)(0,0) die Nullmatrix, somit kann man keine
Aussage mit Hilfe der Linearisierung treffen.



Fiir die Ruhelage (1,1) gilt:

anan=(2, )

e () o) ==X x)

= Daraus ergeben sich die Eigenwerte 0 und 6. Da ein Eigenwert mit Realteil
> () existiert, ist die Ruhelage instabil.

Fiir die Ruhelage (0, %) gilt:
on(0:3)= (o' 3)

wyman (Y0 = (3 (-x)

= Daraus ergeben sich die Eigenwerte j:%, also ist die Ruhelage instabil.

= O

Versuche nun die Lyapunovfunktion V' zu finden, d.h. (grad V, (‘;)) <0
= wi = —r'+ 2% —2*y® und gy = =220y —y' + 27y’ + 2

= <(§) : @) =2t =yt 2 = — (2" (1 - 2)) <0

Da z* > 0 und y* > 0 ist die Ungleichung fiir y < % erfiillt.
Definiere also D := {(z,y) € R?: y < 1}

1 1
= V:D->R, (z,y)+— §x2 + §y2 ist eine Lyapunovfunktion, da V' <O> =0,

V(z,y) > 0 fiir alle (5) € D\(0,0) und (grad V, (§)> <0 V (Zj) € D\(0,0)
= 0 ist eine stabile Ruhelage.



