Herbst 16 Themennummer 1 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

Bestimmen Sie fiir jede der Singularitdten von f im Komplexen den Typ und berechnen
Sie das Integral f 2= f(2)dz fiir

Losungsvorschlag:

a)

Die Singularitéiten sind die Nullstellen des Nenners, also diejenigen z € C mit
e* = e™. Eine Singularitét ist also zy = 7, jede andere Singularitit muss e™ = e* =
e®2) (cos(arg(z)) + isin(arg(z))), also R(z) = 7 und arg(z) € 2miZ erfiillen. Damit
sind die Singularititen von f genau die Punkte z, = 7 + 2mik. Jede dieser Singula-
ritdten ist hebbar, um das zu sehen benutzen wir den Satz von I’Hospital (man kann
auch Zahler und Nenner in Potenzreihen um z; entwickeln). Um diesen anzuwenden,
miissen wir noch sin(z;) und cos(z;) berechnen. Wegen e = cos(z) + isin(z) fiir

alle 2 € C und €™ = —1 gilt —e 2™ = ¢ = cos(z;,) + isin(zy), also cos(z;,) =
—e 2™ < 0 und sin(z;) = 0. Folglich diirfen wir den Satz von I'Hospital anwenden
und erhalten ok

lim f() = lim cos(z) _ cos(z) _ €

z—zy z—z €7 ek e’

Folglich ist f auf einer Umgebung um z; fiir alle k& € Z beschréankt und alle Singu-
laritdten sind hebbar. Setzen wir f holomorph auf C fort und betrachten das We-
gintegral iiber die ganze Fortsetzung, so bleibt der Integralwert unverdndert, weil
keine Singularitdt auf der Menge {z € C : |z| = 4} liegt. Wir integrieren dann eine
auf der offenen, konvexen Menge C holomorphe Funktion iiber einen geschlossenen
Integrationsweg und erhalten, dass das Integral den Wert 0 hat.

Als Verkniipfung holomorpher Funktionen ist f fiir 2 # 0 wohldefiniert und ho-
lomorph, daher ist z = 0 die einzige Singularitdt von f, es handelt sich um ei-
ne wesentliche Singularitdt. Um das zu sehen, betrachten wir die Nullfolgen z, =
In(27mn 4+ %)~" und w, = —n~'. Beides sind wohldefinierte Nullfolgen, weil die Ba-
sen gegen +oo divergieren (wir nicht durch 0 dividieren) und das Argument vom
natiirlichen Logarithmus strikt positiv ist. Es gilt f(z,) = sin(2rn+%) =1 — 1 und
f(wy,) = sin(e™™) — 0 fir n — oo, da sin(0) = 0 ist und die Exponentialfunktion
fiir reelle Argumente die gegen —oo streben, gegen 0 konvergiert. Ware die Singu-
laritdt hebbar, so géibe es eine holomorphe Fortsetzung, die insbesondere stetig sein
miisste, was unmoglich ist. Wére die Singularitdt ein Pol, so miissten die Bildwerte
gegen unendlich divergieren, was nicht passiert. Also muss die Singularitéit wesent-
lich sein. Wir berechnen das Residuum, dafiir entwickeln wir f(z) fiir z # 0 in eine

Laurentreihe um 0, d. h. wir finden Koeffizienten a,, € Z mit f(z) = > a,z" fiir
neZ
alle z € C*. Das Residuum ist dann durch a_; gegeben. Fiir z # 0 kénnen wir nun

g(z) = g(1/2) betrachten. Es gilt dann

Zanz_” = Za_nz” =g(z) =sin(e®), z#0.
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Letztere Funktion lésst sich holomorph in 0 fortsetzen (durch ¢(0) = sin(1)) und
wir erhalten a_; durch ¢’'(0) = cos(e?) - € = cos(1). Nach dem Residuensatz kénnen
wir nun das Integral berechnen, weil der Integrand mit Ausnahme einer einzelnen
Singularitéit holomorph auf der offenen, konvexen Menge C ist, die von der Spur der
Kurve (v : [0,27] — C,t + e") nicht beriihrt wird, aber einmal in positiver Rich-

tung durchlaufen wird. Der Wert des Integrals ist dann 2mi Res;(0) = 2mi cos(1).
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