Herbst 16 Themennummer 1 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Fiir ein zy € U gelte |f(2)| < |z — 20|*
mit a > 1. Zeigen Sie f(z9) =0 und f'(zp) = 0.

b) Sei A € R und sei v : C — R gegeben durch u(z) = 2% + M\ fiir z = x + iy.
Bestimmen Sie alle A, fiir die u Realteil einer ganzen Funktion f: C — C ist.
Geben Sie fiir diese A alle zugehorigen ganzen Funktionen an.

Loésungsvorschlag:

a) Aus 0 < |f(z0)] < |20 — 20|* = 0 folgt |f(z0)| = 0 und daraus f(zp) = 0. Daher gilt
fiir den Betrag des Differentialquotienten 0 < |f/(zo)| =
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weil die Funktion R 3 z +— z*! stetig ist. Es folgt | f'(29)| = 0 und daher f’(z) = 0.

b) Falls u Realteil einer holomorphen Funktion ist, muss u harmonisch sein, wir berech-

nen also den Laplaceoperator von u. Es gilt Au(z) = 9%u(z) —1—8§2u(z) — 242\ = 0,
was genau fiir A = —1 erfiillt ist. Der einzig mogliche Wert ist also A = —1. Wir erhal-
ten u(z) = x? — y* was tatsichlich der Realteil der ganzen Funktion C 3 z — 22 ist,
wegen R(x+iy)? = R(2? —y?> +i22y) = u(z). Wir behaupten, dass die einzigen gan-
zen Funktionen, deren Realteil durch u gegeben ist, die Funktionen C > z — 2% +ic
mit einem ¢ € R sind. Jede dieser Funktionen hat natiirlich diese Eigenschaft. Sei ¢
eine ganze Funktion deren Realteil u ist, dann ist R(g(z2) — 2%) = R(g(2)) —R(2?) =
u(z) — u(z) = 0 und aus den Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen folgt, fiir
den Imaginérteil von g — 2%, dass 9,S(g(z) — 2%) = 0 = 9,3(g(z) — 2?) ist, also
muss der Imaginérteil konstant sein. Nennen wir diese Konstante ¢ € R, so folgt
g(z) — 22 = R(g(2) — 22) +iS(g(2) — 2%) = 0 + ic fiir alle 2 € C und daraus dann
g(z) = 2% +ic wie behauptet.
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