Herbst 15 Themennummer 1 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

Es sei A: R — R™ " eine stetige, matrixwertige Funktion. Betrachten Sie die zugehorige

Differentialgleichung
T = A(t)z. (1)
a) Es seien z(t),...,2,(t),t € R Losungen von (1). Ferner seien fiir ein ¢, € R die
Vektoren xy(ty), ..., 2, (to) im R™ linear unabhéngig. Zeigen Sie, dass dann fiir alle

t; € R die Vektoren x;(t1),...,x,(t1) linear unabhéngig sind.
Hinweis: Benutzen Sie das Superpositionsprinzip fiir lineare homogene Differential-
gleichungen oder benutzen Sie die Differentialgleichung fiir Wronski-Determinanten.

Erkliren Sie die Begriffe Fundamentalmatrix und Ubergangsmatrix (auch Transi-
tionsmatrix oder Hauptfundamentalmatrix genannt). Wie erhdlt man aus (a) ei-
ne Fundamentalmatrix und wie lésst sich die Losung von (1) mit Anfangswert
x(tg) = xog € Rty € R, mithilfe der Ubergangsmatrix ausdriicken?

Zeigen Sie: Sind ®(t), Po(t),t € R, Fundamentalmatrizen, so existiert eine Matrix

C e R™™ mit
O,(t) = Do(t)C,t € R.

Losungsvorschlag:

a)

Seien \; € R mit Z Nix;(t1) = 0, dann ist die Funktion z : R 5 ¢ Z Nix;(t) ei-

ne Losung der leferentlalglelchung zur Anfangsbedingung z(t;) = 0 und demnach
bereits die Nullfunktion, weil Losungen fiir lineare Differentialgleichungen stets ein-
deutig bestimmt und global existent sind. Daraus folgt insbesondere 0 = z(ty) =

> Nixi(to). Weil 1 (to), -+, zn(to) linear unabhéngig sein sollen, folgt A\; = 0 fiir
=1

1 < < nund demnach sind auch die Vektoren x;(t1), ..., z,(f) linear unabhéngig.

Eine Fundamentalsystem ist ein System von n linear unabhéngigen Losungen x;(¢), . . .

der Differentialgleichung (1). Schreibt man diese Funktionen als Spalten in eine Ma-
trix so erhélt man eine invertierbare (n x n)-Matrix, die man als Fundamentalmatrix
bezeichnet.

Sind x1(t), . .., z,(t) Losungen und gibt es ein ¢y € R, sodass die Vektoren 1 (tp), . . .,
linear unabhéngig sind, so bilden die Lésungen ein Fundamentalsystem und durch
Eintragung in eine Matrix erhélt man eine Fundamentalmatrix.

Die Standardbasis ey, . .., e, definiert n linear unabhéngige Vektoren im R™. Fiir ¢, €
R bezeichnet man diejenige Fundamentalmatrix, deren i-te Spalte die Losung der
Differentialgleichung (1) zur Anfangsbedingung z(0) = e; ist, als Ubergangsmatrix.
Ist ®(t) die Ubergangsmatrix zur Startzeit, so lautet die Losung des angegebene
Problems z(t) = ®(t — to)xo.

Seien ®4(t), P5(t) Fundamentalmatrizen, dann sind die Matrizen invertierbar und
die Funktionen ¢ — @ ()®(ty) 'z und t — $y(t) Py (o) g sind Lésungen von (1)
zur Anfangsbedingung x(ty) = xo, wobei ty € R, xg € R" fest aber beliebig gew#hlt

,fﬂn(t)
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sind. Mit der Eindeutigkeit der Losungen folgt die Gleichheit der beiden Ausdriicke
fir alle ¢ € R. Wir wéahlen jetzt to = 0 und xy = (®1(to));, also die i-te Spalte der
Matrix, dann ist @ (t)®(0) 1z = (®1(t)); und daher ®o(t)Po(ty) tzg = (P1(t));-
Wihlt man nun die Matrix M deren i-te Spalte gerade (®4(t)); ist, so folgt mit
C = ®y(tg) ' M die Aussage.
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