Herbst 14 Themennummer 2 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Essel f: R xR — Rmit f(¢,y) = e'siny fiir alle t,y € R. Zeigen Sie, dass f lokal
lipschitzstetig beziiglich y ist.

b) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem

Y (t) = e'sin(y(t)), t >0,
y(0) =1

eine eindeutige Losung y : [0, 00) — R besitzt.

c) Zeigen Sie, dass y(t) > 0 fiir alle t > 0 gilt, wobei y die Losung aus Aufgabenteil b)
bezeichne.

Losungsvorschlag:

a) Die Funktion ist stetig differenzierbar und daher nach dem Mittelwertsatz lokal
lipschitzstetig. Genauer gilt

) = £(t.2)] = [ sin(y) = sin(a)| = e =2y

= e'[cos(§)ly — x| < €'y — 2],

wobei € € (z,y) eine Zwischenstelle ist und der Mittelwertsatz benutzt wird. Daraus
folgt die lokale Lipschitzstetigkeit: Fiir jedes feste ty € R und fiir alle
(t,z), (t,y) € (to — 1, to + 1) x R gilt dann |f(t,z) — f(t,y)| < efotl|z —yl.

b) Die Existenz und Eindeutigkeit einer Maximallosung folgt aus dem Satz von Picard-
Lindelof. Wegen | f(¢,y)| < €' bleibt das Wachstum linear beschrinkt und die Losung
existiert global, hier also auf [0, c0).

¢) Man sieht leicht, dass y = 0 eine Losung der Differentialgleichung ist. Angenommen
es géibe ein ty > 0 mit y(tg) < 0, dann gébe es nach dem Zwischenwertsatz (y ist
differenzierbar, also auch stetig) ein ¢; > 0 mit y(¢;) = 0. Dann wéren y und die
Nullfunktion zwei verschiedene Losungen der Differentialgleichung zur Anfangsbe-
dingung y(t;) = 0, ein Widerspruch zum Satz von Picard-Lindel6f. Die Annahme
war daher falsch und die Behauptung korrekt.

J.F.B.



