Herbst 12 Themennummer 1 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Bestimmen Sie das Volumen des Korpers im dreidimensionalen Anschauungsraum,
der durch die Ebene z = 0, die Fliche z = z? + 2y* und die Ebenen z + y =
l,—z+y=1,r—y=1und —z — y = 1 berandet wird.

b) Sei R das Gebiet in der euklidischen Ebene, das durch die Kurven zy = §,2y =
%,Y(2—2) =2 und y(2 — ) = 4 berandet wird. Bestimmen Sie das Integral

/ y cos(zy) d(z,y).
R

Hinweis: Transformationssatz mit x = 2v/(u +v) und y = u + v.

Losungsvorschlag:

a) Der Korper kann durch Ungleichungen beschrieben werden, und zwar als die Menge
{(z,9,2) ER*:0<2<2?+2* -1 <z2+y<1,-1<z—y<1}L

Das Volumen dieses Kérpers entspricht dem Integral der Funktion f(x,y) := x2+2y?
iiber die Menge Q := {(z,y) e R? : -1 <z +y<1,-1<z—-y <1}

Die Ungleichung fithren wegen —2 = —14+—-1 <z+y—zr+y < l+lauf-1<y <1
und #hnlich auf —1 <z < 1. (Zur Veranschaulichung: Die Menge @) entspricht der
abgeschlossenen Einheitskugel beziiglich der 1-Norm. Dies ist das Quadrat mit den
Ecken (-1,0), (0,-1), (1,0), (0,1).)

Das Volumen erhalten wir daher nach dem Satz von Fubini durch das Integral
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b) Es gilt R = {(z,y) e R* : Z < ay < %,2
tion aus dem Hinweis muss
1 <u<2,3 <wv< 7 gelten.
Die Funktion J : (1,2) x (g, ) — R°, J(u,v) = (ﬁ’v,u + v) ist ein Diffeomorphis-
mus; die stetige Differenzierbarkeit und Wohldefiniertheit (Nenner verschwindet nie)

sind klar. Die Funktion J~' : R° — (1,2) x (£,7),J X (z,y) = (Y52, %) ist die

Umkehrfunktion von J, weil J(J Y(z,y)) = (73’,%’) = (z,y) und J Y (J(u,v)) =

(u+v —wv,v) = (u,v) fiir alle (z,y) € R° und (u,v) € (1,2) x (g, 7) gilt, und ist
selbst stetig differenzierbar. Daher sind J und J—! lefeomorphlsmen

4}. Mit der Transforma-

y2—z) <
Zund 2 < y(2 —z) = 2u < 4, also
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Die Jacobimatrix von J lautet DJ(u,v) = ( (“1”)2 (“4“1”)2> und besitzt als Be-
tragsdeterminante u—_QH) Nach dem Transformationssatz konnen wir das angegebene
Integral also mittels

/ /12 2cos(2v) dudv = /WI 2 cos(20) dv = [sin(2v)]? = 2 —2\/5
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berechnen. Dabei ist zu beachten, dass der Rand von R eine Nullmenge ist, das

Integral iiber R also mit dem Integral iiber R° {ibereinstimmt, welches wir mit dem
Transformationssatz berechnet haben.

J.F.B.



