Herbst 11 Themennummer 2 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Sei h(z) in einer Umgebung von zy € C holomorph mit h(zp) # 0 und sei eine
h(z)

(z—20)

meromorphe Funktion F' durch F(z) = 5 gegeben. Berechnen Sie das Residuum

von F'in zg.
b) Klassifizieren Sie fiir die Funktionen

ﬁ und g(2) = exp (exp (-%))

alle isolierten Singularitdten in C.

f(z) =

¢) Berechnen Sie mit der Funktion f aus (b) das Integral

/ Z f(z) da.

Loésungsvorschlag:

a) Bei zp handelt es sich um einen Pol dritter Ordnung, weil z; eine Nullstelle dritter
Ordnung des Nenners ist, wahrend der Zahler nicht verschwindet. Nach der Polfor-

mel gilt Res,, (F) = {20 G0) _ Mz0)

b) Die Singularititen von f sind genau die Nullstellen des Nenners, also die Punkte

+i. Es gilt f(z) = (51_(?)3 = E EQ((i)Z):%) mit hy @ Bi(i) - C, z — 1 und

(z+1)3
he : Bi(—i) —» C, z wobei Ay, ho holomorph sind und keine Nullstellen

z—1)3
besitzen. Nach a) sind ¢ und )—z also Pole dritter Ordnung von f.

Die einzige Singularitét von ¢ ist 0, wir werden zeigen, dass diese wesentlich ist. Die
Folgen z, := &, w, := —% verlaufen in C\{0} und konvergieren gegen 0. Die Folge
g(w,) = e konvergiert fiir n — oo gegen 0o, also ist 0 keine hebbare Singularitiit
von g. Die Folge g(z,) = e " konvergiert gegen ¢ = 1, also ist 0 aber auch kein
Pol. Daher muss 0 eine wesentliche Singularitdt von ¢ sein.

c) Wir begriinden zunéchst die Existenz des Integrals. Der Nenner betragt immer min-
destens 1, ist daher strikt positiv, der Integrand also stetig und somit lokal integra-
bel. Wegen f(z) < 7 = arctan’(z) folgt aus dem HDI und dem Majorantenkrite-
rium fiir Integrale die Existenz diesen Inte%rals.

Daher konnen wir das Integral als P}g%o [ R fz)de = nggo fvﬁ f(z)dz berechnen,

wobei wir fiir R > 1 den Weg 7{*: [-R, R] — C, t + t und die Funktion f aus (b)
betrachten.

Sei wieder fir R > 1 7 : [0,7] — C, t + €, dann ist der Weg & + ~£ fiir jedes
R > 1 geschlossen und stiickweise stetig differenzierbar. Weiter verlauft der Weg
durch keine Singularitdt von f, sondern umkreist ¢ einmal im positiven Sinn und —¢
gar nicht.



Die Menge C ist offen und konvex, {—i,¢} ist endlich und f : C\{—i,i} — C ist
holomorph. Nach dem Residuensatz gilt, unter Verwendung von a) und b),

i (21;5 — 7il(i) = 2mi Resi(f) = /7 ROl /V RO /7 S

Die Linge der Kurve 44t betriigt fiir jedes R > 1 7R. Entlang der Spur der Kurve
gilt |f(2) < m nach der umgekehrten Dreiecksungleichung und des streng

monotonen Wachstums von R 3 ¢ — 3. Laut der Standardabschitzung ist

L . F(2)dz

Durch Grenzwertbildung folgt also 2& = [ f(z)dz 4 0 und das gesuchte Integral
betragt %r.
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