
Herbst 10 Themennummer 3 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei f eine in einer Umgebung von D2 := {z ∈ C : |z| ≤ 2} definierte holomorphe Funktion
mit

|f(z)| ≤ 1 ∀z ∈ D2.

Zeigen Sie: Für alle z ∈ C mit |z| ≤ 1 gilt |f ′′(z)| ≤ 4.
Hinweis: Cauchy-Integralformel

Lösungsvorschlag:

Für alle z ∈ C mit |z| ≤ 1 verläuft die Spur von γz : [0, 2π] → C, t 7→ z + eit wegen
|γz(t)| ≤ |z|+ |eit| ≤ 1+ 1 = 2 vollständig in D2 und daher in der Definitionsmenge
von f.
Nach der Cauchy-Integralformel, bzw. Taylor-Formel ist f ′′(z) = 1

πi

∫
γz

f(w)
(w−z)3

dw und

nach der Standardabschätzung folgt |f ′′(z)| ≤ |γz |
π

· max
t∈[0,2π]

|f(z+eit)|
|e3it| = 2 · 1 = 2 ≤ 4.
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