Herbst 10 Themennummer 1 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Beschreiben Sie ein Losungsverfahren fiir die Bernoulli-Differentialgleichung

y = p(x)y +q(x)y,

wobei p und ¢ stetige Funktionen und 7 € R\{0; 1} seien.
Hinweis: Verwenden Sie eine Transformation der Form z := y* mit geeignetem «.

b) Berechnen Sie mit dem in (a) beschriebenen Verfahren eine Losung des Anfangs-
wertproblems

Yy =xy—y, y(0) = 4.

Losungsvorschlag:

a) Wir setzen wie empfohlen z = y® und erhalten

/ a—1,/

2 =ay* 'y = ap(x)z + ag(x)y* .

Wir wihlen a geschickt, sodass die Inhomogenitit y*~!*7 von einer besonders ein-
fachen Form ist. Fiir a := 1 — 7 erhalten wir die lineare Differentialgleichung
2= (1 —7)p(x)z + (1 — 7)g(x), die sich nach bekannten Verfahren lésen lésst.
Durch die Riicktransformation y := za erhalten wir dann eine Losung des Bernoulli-
Problems.

Bemerkung: Fiir 7 < 0 ist y < 0 unmdglich, weil dann auch die Differentialglei-
chung nicht definiert wére. In diesem Fall sind die beschriebenen Transformationen
durchfithrbar. Weiterhin setzen wir 0° := 1. Fiir 7 > 1 wiire aber o < 0 und wir
miissen uns auf positive Losungen y > 0 einschrianken, insbesondere dann wenn
7 ¢ Np. In diesem Fall ist aber y = 0 eine Losung und die Strukturfunktion ist lokal
lipschitzstetig. Fiir positive Anfangsbedingungen erhalten wir daher kein Problem.
Wegen 1 # 7 # 0 ist 0 # a # 1, die Transformationen sind also méglich und
nichttrivial, sofern y > 0.

b) y = 0 erfiillt die Anfangsbedingung nicht und die Wurzel ist fiir negativwertige
Funktionen nicht definiert. Jede Losung muss also strikt positiv sein und wir kénnen
wie in a) transformieren.

Hier ist ¢(z) = z,p(z) = —1,7 = 3 und o = 5. Wir l6sen also
=S+ 520 = () =2
Z=——z+=,2(0) = 2 =2,
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Die homogene Losung ist h(z) = 2e~2 und der Ansatz z(x) = h(x)c(z) liefert
d(z) = Ze?,c(0) = 1, also c(z) = 3(z — 2)e? + 2. Das fithrt auf 2(z) =z —2+4e" 2
und y(z) = (z — 2+ 4e72)2
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