Herbst 09 Themennummer 3 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Seien (a,,) und (b,) Folgen komplexer Zahlen mit

[e.9]

Z|an—bn| < 00.

n=1

Zeigen Sie, dass das Produkt

o0
[1—"
n:1z_b”

fir alle z € C auflerhalb des Abschlusses von {by, bs, ...} konvergiert.

Losungsvorschlag:

Sei B := {b1,by,...} und z € C\B beliebig aber fest gew#hlt, dann ist z # b, und
daher z — b, # O fiir alle n € N, weshalb jeder Faktor definiert ist. Fiir M € N

M
. Z — Qn .. . . .
bezeichne zy; := [] . dann miissen wir zeigen, dass (zp7)aen konvergiert.

n=1 % — Op

oo
Wir betrachten die Teleskopreihe > zp;411— 2. Die Reihe konvergiert genau dann,
M=1
wenn (zpr) men konvergiert (und zwar gegen A}im zp — z1). Wir werden zeigen, dass
—00
die Reihe absolut konvergiert, wonach sie natiirlich auch konvergent ist.
Wir formen zunéchst

zZ—a z—>b b, —a b, —a
z—b, z-0, z— by, z—by,
um. Daher ist
by+1 — a4 |brrs1 — anrsa)
|ZM+1—ZM| = |ZM 1—|—— — ZM |ZM| .
2 — by |2 — barsa |

Da z ¢ B ist, finden wir ein ¢ > 0 mit |z — b,| > ¢ fiir alle n € N. Wir zeigen als
Néchstes die Beschranktheit von (zp)azen :
lznl =]

Es gilt
n=1

Jeder Faktor im zuletztstehenden Produkt ist reell und grofler oder gleich 1, demnach
M

auch Py fur alle M € N. Wir betrachten In(Py) = > In (1 + M) :
n=1

Wir zeigen als Néchstes In(1 + a) < 2a fir a > () Wir betrachten flx) =

In(1+2) — 2z auf [0, 00) und erhalten f'(z) = T —-2< T — 2 = —1. Also stellen
wir fest, dass f auf [0, 00) streng monoton féllt. Wegen f( ) = 0 folgt In(1+2z) < 2.
Damit ist

M

1+

M
Zln(l—i— “"') Z-|b —a,| <= Z]b — a,| < .

n=1



Insbesondere ist

\zar| = Py = ™M < 70 = (C<o0

fir alle M € N, d. h. (2p7) men ist beschrinkt.
Wir schétzen also weiter ab und folgern

||bM+1 - GM+1’ C

|21 — 2m| = |2m < €|bM+1 — apf41]-

|2 — bt

Damit ist
Z |Zp41 — 2m| < — Z bar41 — ang1| = — Z |bn — an| < o0,
M=1 ¢ M- "

weshalb > zpr41 — 2y absolut konvergiert und damit konvergiert. Das bedeutet
M=1

n

lim z + g 2y — 2 =21+ lim 2,0 — 2y = lim 2,4

existiert, woraus auch die Konvergenz von (zy/)yen folgt, was zu zeigen war.

J.F.B.



