Herbst 09 Themennummer 2 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei die skalare Differentialgleichung
o' (22° + 2x + 2xt?) = =2t — 227t
Man zeige, dass jede Losung z(t)
a) beschriankt bleibt,
b) nicht fir alle Zeiten ¢ € R existiert.

Hinweis: Man finde ein geeignetes erstes Integral F' : R? — R, so dass F(xz(t),t) un-
abhéngig von t ist.

Losungsvorschlag:

Umformung der Gleichung liefert /(223 +2x +2xt?) + 213+ 22t = 0, was eine exakte
Differentialgleichung ist. Als Erstes Integral eignet sich die Funktion ®(x,t) = %x‘*—i—
2? + z%t? + t*. Man rechnet nun einfach nach, dass die Ableitung von t — ®(x(t), ¢)
fiir jede Losung verschwindet. Man beachte, dass ® koerzitiv ist, also ®(x,t) — oo,
fir ||(z,t)| — oo gilt.

a) Sei x(t) eine Losung, die fiir ein ¢y definiert ist. Dann muss ®(z(t),t) = ®(z(t), to) =:
c fiir alle ¢t im Losungsintervall gelten. Nun ist ®(z(t),¢) > iz(t)*, also kann
®(z(t),t) = c nur fiir |z(t)| < v2c delten und = ist gegen diesen Wert beschrinkt.

b) Véllig analog ist wegen ®(z(t),t) > 1t* das Losungsintervall durch die gleiche
Schranke wie in a) beschrankt.

J.F.B.



