Herbst 09 Themennummer 1 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei f meromorph auf C und ohne Pol auf der reellen Achse. Zudem gelte lim,_,, f(z) =0,
falls S(z) > 0, wobei J(z) = y fir z = = + dy.

a) Sei I'p der Weg in der oberen Halbebene gegeben durch |z| = R, orientiert im
positiven Sinne. Zeigen Sie, dass

lim f(2)edz =

R—o0 Tr

b) Verwenden Sie (a) um das Integral
/ f(z)e™dx

durch die Residuen von f auszudriicken.

Losungsvorschlag:

a) Da f hochstens abzdhlbar viele Pole hat, gibt es hochstens abzdhlbar viele Werte
R > 0 fiir die das Wegintegral nicht definiert ist. Den Limes konnen wir trotzdem
untersuchen.

Wir parametrisieren die Kurve mittels [0,7] > ¢ ~— Re" und erhalten Ip :=
Jo, f(2)e#dz = [T f (Re™)eife* iRt dt. Anwendung der Standardabschiitzung lie-
fert |Iz| < Repg [, e ®5"tdt fiir ep == txgn[(z)xx] |f(Cr(t))|, was nach Voraussetzung fiir

R — 0o gegen 0 konvergiert.
Wir untersuchen foﬁ e fsint d¢t. Wegen der Achsensymmetrie des Sinus beziiglich 3

ist dieses Integral das Doppelte des Integrals f0§ e ftsint q¢. Auf [0, 7] ist der Sinus
konkav und erfiillt sin(A - § + (1 — X) - 0) > Asin(3) + (1 — A)sin(0) = A fiir alle
A € [0,1]. Fiir ¢ € [0, %] wihlen wir A = £ und erhalten sin(t) > 2.
2
. s 2 2 =5
Wir erhalten [ e~ #sintde < 2 [ e Ftdt =2 [—%e’TRt] f = T1l—e )<
t=0

Insgesamt folgt also 0 < |Ig| < meg — 0 fiir R — oo und eraus die Aussage.

b) Wir betrachten die Kurven vg : [-R,R] — C,t — t und die Wegintegrale von
f(2)e** lings dieser. Die Kurven vg + I'r sind geschlossen und stiickweise stetig
differenzierbar. Da f meromorph auf C ist konnen wir den Residuensatz auf jede
dieser Kurven anwenden, die keinen Pol durchlauft (was wieder fiir alle bis auf
abzahlbar viele Ausnahmen zutrifft). Falls das Integral existiert, so gilt

TR R200 Jyp4TR ses

/Z f(z)e™ dz = P}g%o f(2)e*dz = lim f(2)e*dz = 2mi Z Res, (f(2)e),

wobei S die Menge der Singularitéiten in der offenen oberen Halbebene {z € C :
Im(z) > 0} bezeichne.
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