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Für die Differentialgleichung u′(x) =
√

1− u(x)2 bestimme jeweils alle Lösungen
u[0,∞[→ R zu den Anfangswerten

a) u(0) = 1

b) u(0) = −1

Lösung

u ∈ [−1, 1] damit
√

1− u2 eine reellwertige Funktion definiert.

F : [−1, 1]→ R, u 7→
√

1− u2, f :]−1, 1[→ R, u 7→
√

1− u2 ∈ C1(]−1, 1[,R)

⇒ u′ = f(u), u(τ) = ξ, (τ, ξ) ∈ R×]− 1, 1[ hat eine maximal Lösung.
Auf u′ = F (u), u(τ) = ξ ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz anwendbar.
Jede Lösung λ : I → R von u′ = F (u) nimmt nur Werte λ(t) ∈ [−1, 1] an.
Da λ′(t) = F (λ(t)) =

√
1− (λ(t))2 ≥ 0 ist λ monoton steigend (mit (λ(t))2 ∈

[0, 1]).

Zu a):
Mit λ(0) = 1, λ monoton steigend, λ(t) ∈ [−1, 1] bleibt auf dem Lösungsintervall
I = [0,∞[ nur λ : [0,∞[→ R, t 7→ 1 als Lösung zu u′ =

√
1− u2, u(0) = 1.

−1

1

Zu b):
µ : R→ R, t 7→ −1 löst u′ =

√
1− u2, u(0) = −1

Sei τ > 0 und ξ ∈] − 1, 1[ und λ(τ,ξ) : I(τ,ξ) → R ist eine maximale Lösung zu
u′ = f(u), u(τ) = ξ
Trennen der Variablen:

λ(t)∫
ξ

du√
1− u2

=

t∫
τ

ds = arcsin(u)
∣∣∣λ(t)
ξ
, arcsin(λ(t)) = t− τ + arcsin(ξ)

λ(t) = sin(t− τ + arcsin(ξ))

Test: λ′(t) = ...



(Bild 2)

Maximales Lösungsintervall I(τ,ξ) =]u(τ, ξ), u(τ, ξ) +π[ so zu wählen, dass sin(t−
τ + arcsin(ξ)) = −1 und τ ∈ I(τ,ξ)

Dies lässt sich nur durch Anstückeln zu einer Lösung von u′ = F (u), u(0) = −1
auf [0,∞[ fortsetzen; somit sind dies alle derartige Lösungen (da jede Lösung
6≡ −1 dann lokal auch u′ = f(u), u(τ) = ξ mit ξ ∈]− 1, 1[ löst!).
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