Herbst 08 Themennummer 3 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Seien 2 C R™ offen, a > 0. Sei H : [0,a] x @ — R stetig differenzierbar. Seien
fiy ey fn 1 ]0,a] x  — R stetig differenzierbar. Sei

OH ~~0H
— —/fi=01in |0, Q 1
2 gy =0 n 0l x (1)
Zeigen Sie, dass H auf jeder Losung x = (21, ..., z,) : [b, c] = Q des Differentialglei-
chungssystems

i’k:fk(t,wl,...,%n), 1 Skgn, (2)

konstant ist (0 < b < ¢ < a).

(b) H, fi,..., fn mogen den Differenzierbarkeitsvoraussetzungen unter (a) geniigen. Zu
jeder Losung x : [b,c] — 2 (0 < b < ¢ < a) von (2) gebe es eine Konstante o = a/(x)
mit

H(t,x(t) =a, b<t<ec.

Zeigen Sie, dass H die Gleichung (1) erfiillt.

Losungsvorschlag:
(a) Sei x eine Losung, dann ist die Abbildung
vilbd = R, () = H(t,x(t))

stetig differenzierbar als Verkettung solcher Funktionen. Wir berechnen mit der
Kettenregel
Oy OH ~O0H. 0H <~0H

. - =0
ot = o T2 an, T o T2 gy,
j=1 j=1

in [b,c]. Damit ist v konstant, also H konstant auf jeder Losung, da x beliebig
gewahlt war.

(b) Sei ty € [0,a],zo € Q. Das Gleichungssystem (2) besitzt nach dem Satz von Peano
eine Losung zur Anfangsbedingung x(ty) = x¢ auf einem Intervall [b, c| um ¢y. Zu
dieser Losung gibt es nun ein « wie vorausgesetzt. Wir betrachten wieder die Ab-
bildung v aus (a), diese ist konstant und somit stetig differenzierbar mit konstanter
Ableitung 0. D. h.

Oy OH ~OH. OH ~OH

0= 21 _ 9t o4a . o
ot~ or a5, T ot T 2~0a,
j=1 j=1

fi-

Damit folgt insbesondere

OH <~ 0H .
(W + Zl a—x]%) (to, o) = 0,

=

und damit die Aussage, da (to, zo) € [0, a] x  beliebig gewahlt war.
J.F.B.



