Herbst 08 Themennummer 2 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Begriinden Sie die Konvergenz der folgenden uneigentlichen Integrale und berechnen
Sie ihren Grenzwert:
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Losungsvorschlag:

Beide Integranden sind rationale Funktionen mit einem Nenner der stets grofier
oder gleich 1 ist, wobei der Grad des Nenners um mindestens 2 grofler ist als der
des Zéahlers. Wir werden allgemein zeigen: Sind p, ¢ Polynome degp < degq— 2 und
q > 1, dann existiert f p (Z) dz. Die lokale Integrablhtat folgt aus der Stetigkeit des

Integranden. Wir betrachten 2(1)2, (kiirze die hochste
im Nenner auftretende Potenz) und daher beschrénkt ist (sei [ der Grenzwert, dann
ist fiir ein ¢ > 0 die Funktion gegen [ + 1 beschrinkt, falls |z| > ¢ ist. Auf dem
Kompaktum [—c¢, ¢] ist die Funktion stetig und ebenfalls beschriankt. Das Maximum
der beiden Schranken gibt eine globale Schranke). Dann gilt fir |z] > 1, dass | f(2)] <
5 ist. Nach dem Majorantenkriterium existieren dann die Integrale auf [1, 00) und

(—o0,—1], da [*Sdr = limec— ¢ =cund [LSde = lim < +¢ = ¢ ist.
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Auf [—1,1] existiert das Integral ebenfalls als eigentliches Integral, da das Intervall
kompakt und der Integrand stetig ist.
Ein dhnliches Vorgehen zeigt fiir solche Funktionen, dass f7 c 8 dz — 0 fir R —

oo ist, wenn v : [0,7] — C, ¢t — Re" ist. Wir kénnen die Integrale daher als

lim | p(z ydz berechnen, wobei I" : [—R, R] — C, t — tist. Daessich bei y+I" um
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geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Wege handelt, die fiir geniigend grofle
R keine Singularitdt durchlaufen und, da ) auf dem Komplement der endlichen
Nullstellenmenge des Nenners holomorph ist, wobei C eine offene konvexe Menge ist,
kénnen wir d1e belden Integrale mit dem Residuensatz ausrechnen. Thre Werte sind

2mi Y Res ( ) wobei S die Menge der Singularitidten in der oberen Halbebene,
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also die Nullstellen von ¢ mit positivem Imaginérteil bezeichne.

Fir p(z) = 1,q(z) = 2 + 1 ist S = {1\;;, ’1“} und jede der Singularitéten ist

ein Pol erster Ordnung. Ist ndmlich z* + 1 = 0 so ist z # 0 und die Ableitung

q'(z) = 423 # 0, also handelt es sich um einfache Nullstellen des Nenners bei nicht

verschwindendem Zéahler. Daher betragen die Residuen = = fiir s € S. Fiir das
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erste Integral erhalten wir als Wert als f( 1+i+1+ z) -
Fiir q(2) = 26+ 24+ 22+ 1 = ;j fiir z # +1 sind die Nullstellen mit positivem

Imaginérteil also %,i, _\1/’5”, was die Elemente von S wiedergibt. Die Nullstellen

des Zihlers p(z) = 2* — 2% = 2%(2* — 1) sind —1,0,1 und fiir z # +1 ist pz)

q(z)
22(;82—__11)2. Wie zuvor erkennt man, dass alle Singularitéiten Pole erster Ordnung sind,

da die Nennerableitung 8z" als einzige Nullstelle die 0 besitzt und die Nullstellen
des Zahlers —1,0,1 sind. Daher erhalten wir aus der Polformel, dass das Residuum
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in s € S durch £=2s+s~ —

e = 5(s° — 25" + %) gegeben ist. Fiir *5 erhalten wir also
ij;%, fiir ¢ erhalten wir —% und fiir _\1/%”' erhalten wir _41/%’ Die Summe dieser Werte
ist (1;\\//;)1 und der Integralwert betrdgt daher L\gl)
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