Herbst 08 Themennummer 2 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Es sei P ein nicht konstantes, komplexes Polynom vom Grad n mit den n nicht notwendig
verschiedenen Nullstellen (i, ..., (,. Zeigen Sie:

(a) Fiir beliebiges z € C\{(1, ..., (x} gilt

Py =G
TERb Yl Z|z—<j|2'

j=1

(b) Zu jeder Nullstelle ¢ von P’ gibt es nicht-negative reelle Zahlen Ay, ..., A, so dass

(=) _A¢  und doa=1
j=1 Jj=1

(d.h. die Nullstellen von P’ liegen in der konvexen Hiille der Nullstellenmenge von
P).

Losungsvorschlag:

(a) Wir betrachten das komplexe Polynom ¢(z) = [ (2—¢;) und fiir ein zy € C\{¢1, ..., (u}
j=1
setzen wir a := qEZO; Es gilt P(z) = aq(z) fiir alle z € C, da p — aq ein Polynom
vom Grad n mit den n + 1 Nullstellen zy, (1, ..., {,, ist, also bereits das Nullpolynom
ist.
Weiter zeigen wir induktiv die folgende Produktregel: Sind fi, ..., f,, ganze Funktio-

nen, so folgt ,
OIM@>:§:ﬂ@IIﬁﬁLzeC

i#k=1
Fiir n = 2 erhalten wir die gewohnliche Produktregel als Induktionsanfang. Neh-
men wir die Giiltigkeit der Produktformel fiir n € N>, an, so erhalten wir den
Induktionsschritt n — n + 1 aus
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Damit folgt fiir alle z € C\{(1,....,¢,} aus (2 —(;) #0F# 2z —( firallej=1,...,n
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aus |w|* = ww fiir alle w € C.

(b) Falls P(C) = 0 ist, ist nichts zu zeigen (dann ist ¢ = (; fiir ein j und wir wéhlen \; =

1¢=¢17°
wir beide Seiten komplex konjugleren dle ]R Linearitdt der komplexen Konjugation,
sowie 7 = r fiir » € R und Teilaufgabe (a) benutzen.
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Sei A = >’ ﬁ > 0 sowie \; = < EJ‘Z dann sind alle A; nichtnegative reelle
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1 und 0 sonst). Sonst gilt 0 = Z TP also j; |<_2j|2 = J; o wenn

Zahlen, die sich zu 1 summieren, da
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gilt und sie erfiillen ) \;(; = ¢, wegen
j=1
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