Herbst 08 Themennummer 1 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Es sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, A C G eine endliche Teilmen-
ge und f : G\A — C eine holomorphe Funktion. Das Residuum von f an allen Stel-
len a € A sei ganzzahlig. Zeigen Sie, dass eine holomorphe Funktion g : G\A — C*
mit der Eigenschaft

g'(2)

9(2)

f(z) = Vz € G\A,

existiert.

Losungsvorschlag:

Wir betrachten die Funktion h : G\A — C, h(z) := >_ Rj%cfﬁ. Wir stellen fest,
acA
dass Res, (f) = Res, (h) fiir alle a € A gilt, da

Res, (h) = Res, Z Ress (f) + Res, (f) Res, (L> =0+ Res, (f)-1,

z—>
beA\{a}

da das Residuum linear ist und die Summe iiber b € A\{a} holomorph auf einer
Umgebung um a ist. Wir zeigen, dass die Funktion f — h eine Stammfunktion auf

G\ A besitzt:

Fiir jedes a € Aist Res, (f —h) = Res, (f)— Res, (h) = 0. Ist 7y eine geschlossene,

stiickweise stetig differenzierbare Kurve, deren Spur in G\ A verlauft, so ist nach dem

Residuensatz das Wegintegral f7 f—hdz=2mi ) Ind,(a) Res, (f —h) = 0. Nach
acA

dem Satz von Morera besitzt die stetige Funktion f — h eine Stammfunktion F.

Seien p, q : D — C* holomorphe Funktionen auf einer offenen Menge D. Dann gilt

(pa) _vatrs ¥,
P P p

q/
q.

Mittels vollstandiger Induktion folgt sogar:
Seien n € N>y und py,...,p, : D — C* holomorphe Funktionen auf einer offenen
Menge D. Dann gilt
Gon)
P1--DPn n Pn
Im Induktionsschritt verwende den zuvor gezeigten Induktionsanfang fiir n = 2 auf

P=DpP1-.. Pp_1und g = p,.

Die Menge D = G\ A ist offen, die Funktion H : D — C*, z + ") ist holomorph
und erfiillt
H' €F .

T == —h



Da Res, (f) € Z vorausgesetzt wurde, ist f, : D — C*, z + (z—a) ®«(/) holomorph
(a ¢ D) mit

fi Resa(f)(z—a) "1 Res, ()

fa (z — a) Resa(f)  z—a

Die Funktion
g:G\A — C~, zr—>HHfa

a€A

ist holomorph und erfiillt

AN Resa (/)
D DI ARl Dl A
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