Herbst 08 Themennummer 1 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Seien
p(z) = amz" + ... + a1z + ay € C[Z]

und
q(z2) =b 2"+ ...+ biz+ by € Clz], q #0,

Polynome vom Grad m und n (i.e. a,, # 0,b,, # 0). Zeigen Sie:

i) Ist m <n — 2, so gilt
1
lim -— ngzdz =0
r—00 271 0B, (0) q(2)

wobei dB,.(0) wie iiblich den Weg v : [0,27] — C, ~(t) = re" bezeichne.

ii) Ist m <n—2und r > 0 so groB, dass alle Nullstellen von ¢ in B,(0) enthalten sind,
so gilt
1
L (P
270 Jop, 0y 4(2)

iii) Ist r > 0 so groB, dass alle Nullstellen von ¢ in B,(0) enthalten sind, so gilt

1 q(2)

21 Jop, o) 4(2)

dz =n.

iv) Ist m = n — 1, und > 0 so grof}, dass alle Nullstellen von ¢ in B,(0) enthalten
sind, so gilt
1
1 p(2) 4, _ G-t
210 Jop, 0y 4(2) bn

Ap—1

Losungsvorschlag:

i) Die Weglidnge betragt fiir » > 0 immer 2r7. Entlang der Spur des Weges gilt

'p(Z)
q(z)

falls r > 0 so groB ist, dass |b,|r™ > |b,_1|r"™ ! + ... 4 |by|r + |bg| ist, wobei dann
auch der Nenner nicht verschwindet. Wir folgern aus der Standardabschétzung

1 / p(z)dZ‘ - || r™ T+ L+ Jag|r? + aolr
0Br(0)

2mi = bl — . = [bu|r — |bo]

|G |T™ + ..o+ |ag |+ |ag]
= ba|r — .o = b1 — |bo]

0<

— 0

q(z)

fir r — oo, dam+1 <n—1 < nist. Aus dem Schachtelungssatz folgt die Aussage.

ii) Nach dem Residuensatz, den wir auf die offene, konvexe Menge C, die endliche
Nullstellenmenge N von ¢, den glatten, geschlossenen Weg « (aus i)) und die auf

C\N holomorphe Funktion z 22 anwenden, ist das angegebene Integral die Summe

p(z)
q(2)
und konvergiert fiir » — oo nach i) gegen 0, muss also selbst konstant 0 sein.

der Residuen aller Singularitéten von . Dieser Wert ist unabhingig von r > 0

1



iii) Es handelt sich um das Logarithmische Integral von ¢. Nach einem Satz aus der
Funktionentheorie stimmt das Integral mit der Summe der Ordnungen der Nullstel-
len von ¢ in B,(0) iiberein, ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra also n.

iv) Wir definieren r(z) := p(2) — a,,2™, was ein Polynom vom Grad n — 2 ist. Un-
ter Verwendung von ii) folgt dann, dass das Wegintegral mit dem Wegintegral des
Integranden =" {ibereinstimmt. Aus dem Residuensatz folgt wie in ii), dass der

Integralwert unabhéngig von r ist und mit dem Limes lim {ibereinstimmt. Setzen
r—00

wir die Definition des Wegintegrals an, so erhalten wir

: ==
2mi Jop, ) 4(2) 2m

1 A 2™ 1 (% q,,rmtleim+)t 1 (% a,_qr"e
. dt = — _
0 q(re®) 2 Jo  qlre”)
Wir zeigen, dass der Integrand auf [0, 27] fiir 7 — oo gleichmifig gegen “5= konver-
giert. Dann diirfen wir Grenzwertbildung und Integration vertauschen und erhalten

1 " m 1 27 . n int
LI L O - o [
271 Jop, () 9(2) r= Jop, o) 4(2) 2m Jo  rooe g(re')

1 2w . .
== ntgy Get
2m Jo b, b,

Wir schatzen ab:

Up17" €™ ap_q | |an_1byr™e™ — an_qq(re’)|
q(re') by |ballq(re™)]
B |ap—1||ba1r™ e b byre by
|bnllg(re)]
|CLn_1| |bn_1|7”n71 + |b1|T + |bo|
= ba| |bulr — .o — b — 1| — |bo]

fiir r > 0 groB genug unabhingig von ¢ € [0,27]. Das konvergiert fiir r — oo gegen
0 und zeigt damit gleichméBige Konvergenz auf dem kompakten Intervall [0,27].

Man hétte diese Teilaufgabe, die ohne Nutzung von iii) bewiesen wurde, auch nutzen
konnen um iii) zu zeigen. Mit p(z) = ¢/(2) wére a,,_1 = nb,.

J.F.B.



