Herbst 07 Themennummer 3 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei das ebene autonome System
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a) Begriinden Sie, warum das obige System fiir jeden Anfangswert (xg,yo) eindeutig
l6sbar ist und warum die Losungen fiir alle t € R existieren.

b) Bestimmen Sie alle Ruhelagen des Systems und untersuchen Sie diese auf Stabilitét.

Losungsvorschlag:

a) Die Strukturfunktion f(z,y) := (ycosz,sinz) ist stetig differenzierbar und somit
lokal lipschitzstetig. AuBerdem gilt |f(x,y)| < |y| < |z| + |y| = |(z,y)|, weshalb das
Wachstum linear beschréankt bleibt. Nach dem Satz von Picard-Lindeldf existiert zu
jedem Anfangswert genau eine Losung und diese ist wegen des linear beschrénkten
beschrankten Wachstums global definiert.

b) Es gilt f(z,y) = 0 <= sinx = 0 = ycosx <= =z € 74, y = 0, da
sinz =0 = cosz # 0.
Die Ruhelagen sind also die Punkte (km, 0) fur & € Z. Wir benutzen zunéchst den Li-

- k
nearisierungssatz. Esist J f(z,y) = (—gos;slrxlx COS 91;) und J f(km,0) = ((_Ol)k (_01) )
mit charakteristischem Polynom A\ —(—1)%* = \2—1 = (A—1)(A+1). Damit besitzt
jede dieser Matrizen einen positiven Eigenwert, ndmlich 1, und jede Ruhelage ist
instabil (und asymptotisch instabil).
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