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Gegeben sei das Differentialgleichungssystem ẋ = A(α)x auf R2 mit

A(α) =

(
α + 2 1
−2 α− 1

)
, α ∈ R

a) Bestimme in Abhängigkeit von α ∈ R ein Fundamentalsystem des Systems.

b) Gebe jeweils die Menge aller α ∈ R an, sodass (0, 0) ein stabiler, bzw. ein
asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt des Systems ẋ = A(α)x ist.

zu a):

Bestimme zunächst das charakteristische Polynom von A:

det(A− EX) =

(
α + 2−X 1
−2 α− 1−X

)
= (α + 2−X)(α− 1−X) + 2 =

= X2 −X − 2αX + α2 + α

X1,2 =
(1 + 2α)±

√
(−1− 2α)2 − 4 · 1 · (α2 + α)

2
=

1 + 2α± 1

2
⇒ Eigenwerte X1 = α, X2 = 1 + α

Beide Eigenwerte haben algebraische Vielfachheit 1. Bestimme nun die Eigenräume.

Eig(A,α) = ker

(
2 1
−2 −1

)
= ker

(
2 1
0 0

)
= 〈
(

1
−2

)
〉

Eig(A, 1 + α) = ker

(
1 1
−2 −2

)
= ker

(
1 1
0 0

)
= 〈
(

1
−1

)
〉

Damit ist durch {µ1, µ2} mit

µ1(t) = eαt
(

1
−2

)
=

(
eαt

−2eαt

)
µ2(t) = e(1+α)t

(
1
−1

)
=

(
e(1+α)t

−e(1+α)t
)

ein Fundamentalsystem gegeben. Nachweis:

µ′
1(t) =

(
αeαt

−2αeαt

)
=

(
α + 2 1
−2 α− 1

)(
eαt

−2eαt

)
µ′
2(t) =

(
(1 + α)eαt

−(1 + α)eαt

)
=

(
α + 2 1
−2 α− 1

)(
e(1+α)t

−e(1+α)t
)

Wronski-Determinante:

w(0) = det

(
1 1
−2 −1

)
= 1 6= 0

Also sind µ1(t) und µ2(t) linear unabhängig und bilden damit ein Fundamental-
system des Systems.



zu b): Damit (0, 0) asymptotisch stabil ist, muss der Realteil der Eigenwerte
negativ sein. Also <e(α) < 0 und <e(1 + α) < 0

Hierfür muss α ∈]−∞,−1[ gelten.

Damit (0, 0) stabil ist, muss der Realteil der Eigenwerte negativ sein und für
Eigenwerte = 0 muss die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen Viel-
fachheit sein. In der a) wurde bereits gezeigt, dass die Eigenwerte algebraische
und geometrische Vielfachheit = 1 haben.

Somit gilt nun α ∈]−∞,−1].


