Herbst 06 Themennummer 3 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei das parameterabhéngige, 2-dimensionale Differentialgleichungssystem

o e[t o[

mit o € (—1,1).

(a) Zeigen Sie, dass der Ursprung (0,0) die einzige Ruhelage von (X,) in K := {(z,y) €
R? | 22 + y? < 1} ist und untersuchen Sie diese fiir o # 0 auf Stabilitét.

(b) Zeigen Sie fiir « = 0 mit Hilfe der Funktion H(z,y) := 2% + y* die Stabilitit der
Ruhelage (0,0).

Losungsvorschlag:

(a) Nattirlich ist (0,0) eine Ruhelage in K, da die rechte Seite verschwindet. Sei weiter
(0,0) # (z,y) € K eine Ruhelage von %, und ¢ := 1 — 22 — y* €]0,1[. Die erste
Gleichung liefert y = caz und die zweite fiihrt auf x = —cy3. Einsetzen der zwei-
ten Gleichung in die erste fithrt zu y = —ac?y®. Wire y = 0, so auch z = 0 nach
der zweiten Gleichung, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Also konnen wir
durch y # 0 dividieren und folgern 1 = —c2ay?. Fiir a > 0 ist der rechte Term < 0
und die Gleichung besitzt keine Losung, also Y, auch keine weitere Ruhelage. Sei
also @ €] — 1,0[, dann ist —% €]1,00[ und =1 = ?y?>. Da 0 < y? < 2? +¢? < 1
und 0 < ¢ < 1 ist, folgt auch 0 < ¢*y* < 1, also insbesondere —% > 1 > %>
und wieder besitzt die Gleichung 1 = —ac?y? keine Losung. Somit kann neben (0,0)
keine weitere Ruhelage in K existieren.

Wir linearisieren das System und leiten daher die rechte Seite ab. Dann ist D f,(x,y) =
3ar? + ay? — a 1+ 2azxy —a 1
C1omP byt 4 sany? — gy2| T Pla(0.0) = {—1 0
sche Gleichung A\ + o\ + 1 = 0 besitzt die beiden Losungen \; = -5 * @.
Fiir a > 0 sind die Realteile beider Eigenwerte von D f,(0,0) also negativ und somit
(0,0) (asymptotisch) stabil, wihrend fiir & < 0 beide positiven Realteil haben und
(0,0) (asymptotisch) instabil ist.

} . Die charakteristi-

(b) Natiirlich ist H eine stetig differenzierbare Funktion, die in (0,0) ein striktes Mi-
nimum besitzt. Damit ist nur noch zu zeigen, dass es sich um eine Lyapunovfunktion
TR |2z Y
des Systems handelt. Tatsdchlich ist VH (z,y) fo(x,y) = [Qy] [—x (1= 22—y
—2y4(1 — 2% — y?) < 0 auf K, was eine offene Umgebung von (0,0) ist. Somit folgt
die Stabilitdt aus der Direkten Methode Lyapunovs.
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