Herbst 06 Themennummer 2 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Konstruktion eines Arkustangens-Zweiges.
Beweisen Sie, dass es ein Gebiet G C C und eine holomorphe Funktion f : G — C
mit folgenden Eigenschaften gibt:

(1) tan f(z) = z fur alle z € G,

(2) G ist maximal.

Mit maximal ist hier gemeint: Wenn GGy C C ein Gebiet mit G C Gy und f; : Gy — C
holomorph mit f(z) = fi(z) fiir alle z € G ist, dann folgt bereits G = Gj.

Losungsvorschlag:

Wir fiihren einen abstrakten Beweis mit Hilfe des Lemmas von Zorn. Konkret kénnte

man auch versuchen G zu bestimmen und f(w) := f7 1+%dz fir v : [0,1] 2t — tw

betrachten.

Es ist tan’(z) = 1 + tan(z)? und somit tan’(0) = 1 # 0. Nach dem Umkehrsatz

existiert ein § > 0, sodass tan : Bs(0) — C injektiv mit offenem Bild V' ist und,

sodass die Umkehrfunktion f : V' — Bs(0) existiert und holomorph ist.

Fiir Gebiete {0} C G C C und darauf definierte holomorphe Funktionen g : G — C

mit tan g(z) = z fiir alle z € G betrachten wir die Halbordnung (G, g) < (G', ¢') :=

(G C @) und (¢]c = 9).

Sei K eine Kette, also eine Menge {(Gj,g;) : j € J} mit J # @ von Gebieten

{0} € G, C C und holomorphen Funktionen g; : G; — C mit tan g;(z) = z fiir alle

z € Gj’ sodass (Gjugji) < (szagjz) oder (szagjz) < (Gj17gj1) fir alle ji,j2 € J

gilt.

Die Menge G := |J G ist offen als Vereinigung offener Mengen und zusammenhéngend,
jeJ

da alle G zusamjmenhéingend sind und sich in 0 schneiden. Also handelt es sich um

ein Gebiet G mit {0} C G C C.

Weiter betrachten wir die Funktion g : G — C, g(z) = g;(2) fiir alle z € G; und

zeigen zunéchst ihre Wohldefiniertheit. Seien ji, jo € J mit z € G, und z € Gj,.

Dann gilt nach der Definition einer Kette ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

(Gj17gj1) < (Gj2vgj2)> also gj1(z) = gj2|Gj1 (Z) = gjz(z)’ da z € Gjl - GjQ ist. Also

ist g als Funktion wohldefiniert.

Wir zeigen die Holomorphie von ¢ : Sei w € GG, dann gibt es ein j € J und ein § > 0

mit w € G; und Bs(w) C G;. Also existiert
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als komplexe Zahl und g ist komplex differenzierbar in w, also holomorph auf G.
Zuletzt gilt tan g(z) = z fiir alle z € G. Sei dazu z € G, dann gibt es ein j € J mit
z € G und tan g(z) = tan g;(z) = z. Damit handelt es sich bei G um ein Gebiet mit
{0} ¢ G C C und bei g : G — C um eine holomorphe Funktion mit tan g(z) = z
fiir alle z € G. Dieses ist eine obere Schranke von K. Sei nédmlich j € J, dann gilt
Gj C G und glg, = g, also (Gj, 9;) < (G, g).
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Nach dem Lemma von Zorn existiert nun ein maximales Element (G, f), das heifit
es gibt ein Gebiet G mit {0} € G C C und eine holomorphe Funktion f: G — C
mit tan f(z) = z fiir alle z € G, sodass G C G; und f; : G — C holomorph mit
f(z) = fi(z) fir alle z € G, also (G, f) < (Gy, f1), impliziert, dass (G, f) = (G4, f1),

also G = (G ist. Damit ist G maximal und die Aussage bewiesen.

J.F.B.



