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Es seien f : R → R und g :]a, b[→ R zwei C∞-Funktionen. Wir betrachten die
Differentialgleichung mit getrennten Variablen

ẋ = f(t)g(x)

Sei x0 eine Zahl zwischen zwei Nullstellen von g, dh. x1 < x0 < x2 und g(x1) =
g(x2) = 0. Folgt aus diesen Angaben bereits, dass die maximale Lösung von

ẋ = f(t)g(x) x(0) = x0

auf ganz R definiert ist? Beweise deine Antwort.

Lösung:

h : R×]a, b[→ R, (t, x) 7→ f(t) · g(x) ∈ C1(R×]a, b[︸ ︷︷ ︸
offen,

zusammen-
hängend

), (0, x0) ∈ R×]a, b[

Nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz hat ẋ = h(t, x) = f(t)g(x),
x(0) = x0 eine eindeutige maximale Lösung λ(0,x0) : I(0,x0) → R (mit offenem
Intervall I(0,x0), 0 ∈ I(0,x0))
(Linear beschränkte rechte Seite kann hier nicht angewendet werden, da das De-
finitionsintervall von x nicht ganz R ist und zudem haben wir gar keine Informa-
tionen zu g(x))
Da g(x1) = 0 = g(x2) sind R → R, t 7→ x1 und R → R, t 7→ x2 Lösungen von
ẋ = f(t)g(x) zu den Anfangsbedingungen x(0) = x1 bzw. x(0) = x2, sind auf
R definiert und haben somit Randverhalten einer maximalen Lösung, also gilt
λ(0,x1) : R→ R, t 7→ x1 und λ(0,x2) : R→ R, t 7→ x2
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Der Graph ist Γ(λ(0,x0)) = {(t, λ(0,x0)(t)) : t ∈ I(0,x0)} ⊆ R×]x1, x2[, denn so-
bald es ein T ∈ I(0,x0) mit λ(0,x0)(T ) ∈]x1, x2[ gibt (dann ist T 6= 0) und laut
Zwischenwertsatz werden auch alle Werte zwischen x0 = λ(0,x0)(0) und λ(0,x0)(T )
angenommen, was einen Schnittpunkt des Graphen Γ(λ(0,x0)) mit Γ(λ(0,x1)) oder
Γ(λ(0,x2)) gibt und dies widerspricht dem Eindeutigkeitssatz!
Ist I(0,x0) =]c, d[



Angenommen d <∞, dann ist

Γ+(λ(0,x0)) = {(t, λ(0,x0)(t)) : t ≥ 0, t ∈ I(0,x0)} ⊆ [0, d[×]x1, x2[

⇒ Γ+(λ(0,x0)) ⊆ [0, d[×[x1, x2] ist relativ kompakt in R×]a, b[ im Widerspruch
zur Charakterisierung maximaler Lösungen.
Angenommen c > −∞,

⇒ Γ−(λ(0,x0)) = {(t, λ(0,x0)(t)) : t ≤ 0, t ∈ I(0,x0)} ⊆]c, 0]×]x1, x2[

⇒ Γ−(λ(0,x0)) ⊆ [c, 0[×[x1, x2] ist relativ kompakt in R×]a, b[ im Widerspruch zur
Charakterisierung maximaler Lösungen.

⇒ I(0,x0) = R


