Herbst 06 Themennummer 2 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Drei Fragen zur Funktionentheorie.

(a) Hat jede holomorphe Funktion eine Stammfunktion? Begriindung!

(b) Wo konvergiert die Laurentreihe > 2"7 Begriindung!

n=—oo

(¢) Nimmt die komplexe Sinusfunktion jeden Wert an? Begriindung!

Losungsvorschlag:

(a) Nein, zum Beispiel hat f : C\{0} — C, f(z) = ! keine Stammfunktion, da das
Wegintegral ldngs [0,271] ¢ — €% nicht 0 ergibt, obwohl die Kurve geschlossen ist.

(b) Nirgends. Der Nebenteil ist die geometrische Reihe und konvergiert bekanntermaflen
genau fiir |z| < 1. Genauso konvergiert der Hauptteil genau fiir |[1] < 1 <= |z| > 1.
Beides zugleich ist fiir kein z € C erfiillt.

(c) Ja.Seiw € C,dann gilt sin(z) = w <= e“—e * =2w < (e*)*—2w(e®)—1=
0. Das Polynom 2? — 2wz + 1 besitzt nach dem Fundamentalsatz der Algebra eine
Nullstelle wy # 0, da 0> — 2w -0 — 1 = —1 # 0 ist. Da exp(iz) jeden Wert aufer
0 annimmt (Satz von Piccard) existiert ein Urbild zg € C mit €"* = wy und somit
sin(zg) = w.

J.F.B.



