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Seien p und q stetige reelle Funktionen und α ∈ R\{0, 1}

a) Zeige, dass durch eine geeignete Transformation jeder positiven Lösung y der
nichtlinearen Gleichung

y′ + p(x)y + q(x)yα = 0

eindeutig eine positive Lösung z der linearen Gleichung

z′ + (1− α)p(x)z + (1− α)q(x) = 0

zugeordnet werden kann.

b) Berechne die Lösung des Anfangswertproblems

y′ + y − x√y = 0, y(0) = 0

Ist die gefundene Lösung eindeutig?

Zu a):

Bei dieser Differentialgleichung handelt es sich um eine Bernoulli Differentialglei-
chung. Nutze daher die Transformation:

z(x) := y(x)1−α

z′(x) = (1− α)y(x)−αy′(x) = (1− α)y(x)−α(−p(x)y(x)− q(x)(y(x))α) =

−(1− α)p(x)y(x)1−α − (1− α)q(x) = (1− α)p(x)z(x)− (1− α)q(x)

Zu b):

z(x) := y(x)1−
1
2 =

√
y(x)

Transformation wie in Teil a):

z′(x) =
1

2
z − x

2
= 0, z(0) = 0

hat laut Lösungsformel für lineare skalare Differentialgleichungen die Lösung

µ(x) = e−
1
2
x

x∫
0

e
s
2
s

2
ds = ... = x− 2 + 2e−

x
2

−−−−−−−−−−−→
Rücktransformation

λ(x) = (x− 2 + 2e−
x
2 )2, λ(0) = 0

λ′(x) = 2(x− 2 + 2e−
x
2 )(1− e−

x
2 )

λ′(x) + λ(x)− x
√
λ(x) = ... = 0⇔ µ(x) ≥ 0

⇒ λ : R→ R, x 7→ (x− 2 + 2e−
x
2 )2 löst y′ + y − x√y = 0, y(0) = 0

ebenso wie ν : R→ R, 0 7→ 0


