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Bestimme diejenige holomorphe Abbildung f : C → C, die die harmonische
Funktion u(x, y) = x3y − xy3 als Realteil hat und die Bedingung f(0) = 3i
erfüllt. Drücke f als Funktion der komplexen Variablen z = x + iy aus.

Lösung:

Da die Funktion f holomorph ist, gelten die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen.
Sei f(x + iy) = u(x + iy) + iv(x + iy), wobei u, v reellwertig sind, so gilt:
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Damit erfüllen u, v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

⇒ f : C→ C, x + iy 7→ x3y − xy3 + i
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ist holomorph.

Betrachte nun f |R(x + i0) = i
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(f eingeschränkt auf der reellen Achse)

g : C → C, z 7→ i
(
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ist als Polynom holomorph und für alle z ∈ R gilt

f(z) = g(z).
Da R ⊆ {z ∈ C : f(z) = g(z)} und R einen Häufungspunkt in C hat, folgt nach
dem Identitätssatz f = g.

Damit haben wir f = i
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mit z = x + iy ausgedrückt.


