Frithjahr 26 Themennummer 3 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Essei f:[0,1] — R stetig differenzierbar mit

Beweisen Sie
1

/01 of(@)f' (@) do = .

b) Essei g :[0,1] — R stetig. Fiir alle n € N definieren wir

=

an ::n-/n g(t) dt.
0

Zeigen Sie, dass die Folge (a,,)nen gegen ¢(0) konvergiert.

c) Die Funktion h : R? — R sei zweimal stetig differenzierbar. Fiir alle yo € R sei
x +— Jyh(z,yo) monoton steigend. Zeigen Sie, dass dann auch y — 0d,h(xg,y) fiir

alle o € R monoton wiéchst.

Loésungsvorschlag:

2)

Wir bemerken, dass ¢ : [0,1] = R, g(z) = (f(x))? stetig differenzierbar ist, mit
g'(z) = 2f(x)f'(x). Wir integrieren partiell und erhalten

1= [ote) do =g~ [Cag@) = o) =2 [ ap@)ra) d
Folglich ist

=1

=0

[ s ar=3 [ ag@ ar=Yom -1 = Ju0r-n=-}

Wir betrachten auf [0,1] die Funktion G(z) := [ ¢(t) dt und auf (0,1] die Funktion
q(z) = @ Es gilt h%l+ G(z) =0= lim x. AuBlerdem ist G stetig differenzierbar
z—

z—04+
mit G’ = g und der Nenner sowie dessen Ableitung die Einsfunktion, besitzen auf

(0,1] keine Nullstelle. Wegen der Stetigkeit von g gilt lim @ = lim g(z) = ¢(0)
z—0+4 z—0+

und nach 1-Hospital ist 1i%1+ q(z) = ¢g(0). Betrachten wir die positive Nullfolge x,, :=
z—
L so folgt per definitionem, dass a, = q(z,) gegen g(0) konvergiert.

Weil h zweimal stetig differenzierbar ist, ist der Satz von Schwartz auf h anwendbar.
Wir definieren fiir jedes (zg,y0) € R? die Funktionen h,, : R — R h, (y) =
Ozh(xg,y) und A% : R — R, A% (z) := Jyh(x,yo). Aus dem monotonen Wachstum
von x — h¥°(x) fiir jedes yo € R folgt 0 < (h¥) (z0) = Ouyh(z0, Yo) = Oyah(z0,Y0) =
(hz) (y0), also ist fiir alle 25 € R die Ableitung von h,, nichtnegativ auf R und
demnach ist h,, monoton wachsend.
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