Frithjahr 26 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei f: R — R eine Funktion. Betrachten Sie die drei folgenden Aussagen:
i) VeeRIG>0Ve>0VyeR : (Jx—yl<d = |f(z)— fly)| <e)
i) Ja>0VryeR : |f(z)— f(y)| < alr—y|
i) Vi>0Je>0Ve,yeR : (x—yl<e = |f(x)— f(y)| <)

Welche der drei Aussagen implizieren, dass f stetig ist?

Welche der drei Aussagen sind dquivalent zur Stetigkeit von f auf R? Begriinden Sie Thre
Antwort. Bei Ihren Begriindungen eventuell verwendete Aussagen iiber stetige Funktionen
sind zu beweisen. Die Stetigkeit von Polynomfunktionen auf R darf ohne Beweis verwendet
werden.

Losungsvorschlag: Stetigkeit von f ist definiert als
iv) VieRVE>03 >0V eR : (Jr—y|<d = |f(x)— fly)| <)

Wir werden zeigen, dass die Implikationskette i) — ii) = iii) = 1iv) gilt, insbeson-
dere impliziert jede der Aussagen die Stetigkeit. Danach zeigen wir, dass die Implikation
iv) = iii) falsch ist, dann folgt, dass keine der Aussagen dquivalent zur Stetigkeit ist.

e i) — ii): Falls i) erfiillt ist, dann ist f bereits konstant. Da ¢ unabhéngig von §
gewahlt werden darf, konnen wir € gegen 0 streben lassen und folgern, dass

[z =yl <6 = 0<[f(x) = fy)] <0,

also |f(z)— f(y)| = 0und f(z) = f(y) gilt. Seien jetzt x < y beliebig. Wir definieren
Tp =T+ ng. Fiir n — oo folgt x,, — oo, also gibt es ein maximales N € N mit
xy < y. Insbesondere folgt dann xxn,1 > y. Setzen wir xq = x, so gilt fiir alle
0 <j < N,dass |z; — zj41| = g < 0. Wegen zy < y < xyyq gilt auBerdem
ey —yl =y —an < oyp1 — 2N = [Ty — an| < 6. Also folgt f(x;) = f(x)4q) fiir
alle 0 < j < N sowie f(zy) = f(y), also f(z) = f(z1) = ... = f(zn) = f(y). Also
folgt f(x) = f(y) fir alle z # y € R und fiir z = y ist nichts zu zeigen.

Wiéhlen wir o = 1 so ist ii) offensichtlich erfiillt.

e ii) = iii): Sei § > 0, dann wihlen wir £ := 2. Nun folgt

fx) = fly)| <alz—y| <aes =46
fir alle z,y € R mit |z — y| < e.

e iii) = iv): Sei x € R,¢’ > 0. Wir wéhlen fiir das ¢ in iii) nun & und erhalten ein
e > 0 welches wir als ¢’ in iv) wéhlen, unabhéingig von z.

e iv) =/= iii): Die Funktion f(z) := 2? ist stetig, erfiillt also iv). Wir wihlen ¢ = 1
und ¢ > 0 beliebig. Wir wahlen x = g und y = x + 5, dann gilt |z — y| < e. Jedoch
ist |f(z) — f(y)| = % + xe > xe = 0, also ist | f(z) — f(y)| < ¢ nicht erfiillt und iii)

ist demnach ebenso falsch.
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