Frithjahr 26 Themennummer 1 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei
E:R? >R, (z) — sin(z) sin(y).

Wir betrachten die Differentialgleichung

() = (it ),

a) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte und lokalen Extremstellen von E.
b) Zeigen Sie, dass E eine Erhaltungsgrofie der gegebenen Differentialgleichung ist.

¢) Untersuchen Sie alle Ruhelagen der gegebenen Differentialgleichung auf Stabilitét,
asymptotische Stabilitdt bzw. Instabilitét.

Losungsvorschlag:

Cps(x) sm(y)) , wir suchen dessen Nullstellen.
sin(x) cos(y)

Aus cos(z)sin(y) = 0 folgt cos(r) =0 <= z =7 +kmodersin(y) =0 <= y =
km fir ein k € Z. Im ersten Fall gilt |sin(x)| = 1 und die zweite Gleichung liefert
cos(y) =0 <= x = § + k'm und im zweiten Fall folgt |cos(y)| = 1, weshalb die
zweite Gleichung auf sin(z) = 0 <= z = k'r fithrt, wobei jeweils k' € Z ist. Jeder
solche Punkt liefert auch eine Nullstelle des Gradienten. Wir erhalten also

a) Der Gradient von E ist VE(z,y) = (

<

{(km,k'n), (g + k, g + K7 kK eZ}

als die Menge der kritischen Punkte.
Fiir lokale Extremalitéit untersuchen wir die Hessematrix von F, namlich Hg(z,y) =

(_ sin(z) sin(y) - cos() cos(y))) . Setzen wir die kritischen Punkte ein, so folgt

cos(x) cos(y) —sin(z)sin(y
) 0 -1 k+k i i ) -1 k+k'+1 0
Hg(km, k'm) = <<_1)k+k/ ( ()) ) und Hg(5+km, S+k'T) = (< )0 (_1)k+k/+1> ‘

Im ersten Fall ist das charakteristische Polynom A? — 1 mit Nullstellen 1 und -1,
weshalb die Matrix indefinit und die kritischen Stellen Sattelpunkte sind. Im zweiten
Fall stehen die Eigenwerte auf der Diagonalen und sind beide positiv, falls k 4+ &'+ 1
gerade ist und beide negativ, falls k + k' + 1 ungerade ist. Sind beide Eigenwerte
positiv, so handelt es sich um ein lokales, striktes Minimum, sind beide negativ, so
liegt ein lokales striktes Maximum vor.

b) Der Gradient ist in jedem Punkt orthogonal zur Strukturfunktion, also ist E eine
Erhaltungsgrofie.

¢) Wir benutzen den Linearisierungssatz. Fiir die Jacobimatrix J der Strukturfunktion

: _ [cos(x)cos(y) —sin(z)sin(y) : :
erhalten wir J(z,y) = (sin(:c) sin(y) — cos(z) cos(y) ) - Wir setzen die Ruhelagen



(_1)k+k’ 0

0 (_1)k+k’+1
Diagonalform und tragen ihre Eigenwerte auf der Diagonalen, einer davon ist immer
1, besitzt also positiven Realteil, weshalb (asymptotische) Instabilitdt folgt. Weiter
. T T 0 (_1)1+k+k/
ist J(5+km, 5 +k7) = ((_1)k+k, 0
A? + 1 mit Nullstellen 4= liefert. Hier liefert der Linearisierungssatz keine Aussage.

ein und erhalten J(km, k'm) = ( ) . Diese Matrizen sind in

) was das charakteristische Polynom

Die Funktionen +F sind Erhaltungsgrofien, also Lyapunovfunktionen des Systems.
Nach a) ist jeder Punkt (5 +km, 5 +k'm) mit &k, " € Z Maximum oder Minimum von
E, also Minimum von —F oder E und somit stabil. Jedoch ist keiner der Punkte
attraktiv. Sei € > 0 und zg = (§ + km, § + k'm) eine Ruhelage mit k, k" € Z. Sei u.
die Losung zur Anfangsbedingung u(0) = z¢+ (¢, €). Dann gilt E(u(t)) = E(u(0)) =
sin(g)?, weil E eine Erhaltungsgrofie ist. Wire eine Ruhelage attraktiv, so miisste fiir

hinreichend kleines € > 0 die Losung u. gegen xy konvergieren. Aus der Stetigkeit
t—o0

von E wiirde dann sin(e)? = E(u.(t)) — E(zo) = 0 folgen, ein Widerspruch.

J.F.B.



