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Fiir k € N betrachte man das Anfangswertproblem

V= 5= @ =1, v =1

a) Begriinden Sie, warum dieses Anfangswertproblem fiir jedes k& € N eine eindeutige maximale Losung
vk Iy = R besitzt.

b) Zeigen Sie, dass fiir das maximale Existenzintervall I, = R fiir alle k € N gilt.
Hinweis: Warum ist ¢ nach unten durch die Sinusfunktion und nach oben durch eine Konstante be-
schrankt?

¢) Bestimmen Sie explizit die maximale Losung des obigen Anfangswertproblems fiir k = 1.

Losung:

a)

Sei f: k:R xR — R definiert durch fy(¢,y) = %(2 — k). Wegen —1 < sin(t) < 1 ist (sin(¢))* < 1 und somit

2 — (sin(¢))* > 1 Vt € R. Also ist f;, fiir alle k € N wohldefiniert.
Als Komposition stetiger Funktionen ist fj, stetig.

Da 0y fi, = %&ti))k(—kyk”) aus diesen Griinden ebenfalls stetig ist, ist f; lokal Lipschitz-stetig beziiglich y.

Da der Definitionsbereich in der Aufgabe nicht weiter eingeschrankt wurde liegt (0,1) in diesem.
Somit folgt die Behauptung aus dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

b)

Zunéchst soll der Hinweis gezeigt werden:

Wegen fi(t, ¥/2) = 0Vt € Rist oy, : R = R, ay,(t) = /2 eine konstante Losung der DGL.

Weiterhin ist 8 : R — R, S(t) = sin(t) auch eine Losung der DGL, denn f3'(t) = cos(t) = %(2 — (sin(t))*) =
oy (2 — (B(8)").

Da 0= B(0) < pi(t) =1 < ag(t) = /2 gilt und Losungskurven einer DGL sich nicht schneiden, gilt £(0) < i (t) <
Qg (t) Vt € I.

Sei I, = (t—,t4) das Existenzintervall der Losung .
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Wegwn ¢ (t) < ag(t) Vt € (t_,14) gilt tlgn i (t) # oo und tlgn o (t) # oo.
- +
Aus dem Satz iiber das Randverhalten folgt nun, dass I = R.

c)
Wir verwenden Trennung der Variablen:

| t
——dw = / L,(s) ds  Substitution v = 2 —sin(s), du = —cos(s) ds
1 2—w o 2 —sin(s)

2—sin(t) . . i
Fme—wl = [ —pdu= @B 5 me—y) - (Bp0) oy e

Probe: ¢1(0) = =2 — Lopy(t) = Cosz(t) = 2325175():&) 2_81210(16) = zi‘éﬁf()t) (2= @1(t)), passt.




