Frithjahr 25 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Sei A eine Teilmenge von R und sei f : A — R eine Funktion. Geben Sie je eine
Definition dafiir an, dass f stetig auf A bzw. gleichméfig stetig auf A ist.

b) Gegeben sei die Funktion g : RT := {x € R: 2z > 0} — R, x> 1/x. Zeigen Sie, dass
g stetig auf R* ist, indem Sie Thre Definition aus a) verifizieren. Ist g gleichméfig
stetig auf R*™? Begriinden Sie Thre Antwort.

Loésungsvorschlag:

a) e f heifit stetig in 79 € A, wenn fir jede A-wertige Folge (z,)nen C A mit
Grenzwert xy auch (f(z,))nen konvergiert und der Grenzwert f(zg) ist.

o f heifdt stetig, wenn f fiir alle xq € A stetig in xq ist.

o f heiflit gleichméBig stetig, wenn fiir alle € > 0 ein ¢ > 0 existiert, mit
lr —y| <o = |f(x) — f(y)]| < ¢ fiir alle z,y € A.

( @ Alternativlosung: f heifit stetig in xy € A, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 mit
|z —xo] <0 = |f(x) — f(xo)| < € fur alle z € A, existiert.)

b) Sei zp € R* und sei (x,)nen € RT eine Folge, die gegen xy konvergiert. Dann
konvergiert auch (1/z,)neny und zwar gegen den Grenzwert 1/zy, also ist g stetig in
xo fiir alle g € RT und daher stetig. Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir den
Beweis des Grenzwertsatzes. Weil z,, — ¢ gilt, gibt es ein N € N mit z,, > x¢/2 > 0
fiir n > N. Dann ist
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fiir alle n > N, wobei N € N>y so gewahlt ist, dass |z, — zo| < % fiir alle n > N,
was wegen x, — o moglich ist.

(Alternativlosung: Abschitzung wie oben, fir zp € RT und ¢ > 0 wihle § =
min{ %2, # )

g ist aber nicht gleichméfig stetig, denn g ist unbeschréankt bei 0. Angenommen es
gibezue=1>0eind >0 mit |z —y| <J = |g(z) —g(y)| < &, dann finden wir
ein n € N mit 6 > %, Fiir alle z € (0, 1) gilt dann
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also g(z) < 1+ n, damit wiire g beschréinkt bei 0, es gilt aber g(+) = k — oo fiir
k — oo, wobei (%)keN C R ist. Also kann ¢ nicht gleichméBig stetig sein.
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