
Frühjahr 25 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Sei A eine Teilmenge von R und sei f : A → R eine Funktion. Geben Sie je eine
Definition dafür an, dass f stetig auf A bzw. gleichmäßig stetig auf A ist.

b) Gegeben sei die Funktion g : R+ := {x ∈ R : x > 0} → R, x 7→ 1/x. Zeigen Sie, dass
g stetig auf R+ ist, indem Sie Ihre Definition aus a) verifizieren. Ist g gleichmäßig
stetig auf R+? Begründen Sie Ihre Antwort.

Lösungsvorschlag:

a) • f heißt stetig in x0 ∈ A, wenn für jede A-wertige Folge (xn)n∈N ⊂ A mit
Grenzwert x0 auch (f(xn))n∈N konvergiert und der Grenzwert f(x0) ist.

• f heißt stetig, wenn f für alle x0 ∈ A stetig in x0 ist.

• f heißt gleichmäßig stetig, wenn für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert, mit
|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε für alle x, y ∈ A.

( • Alternativlösung: f heißt stetig in x0 ∈ A, wenn für alle ε > 0 ein δ > 0 mit
|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε für alle x ∈ A, existiert.)

b) Sei x0 ∈ R+ und sei (xn)n∈N ⊂ R+ eine Folge, die gegen x0 konvergiert. Dann
konvergiert auch (1/xn)n∈N und zwar gegen den Grenzwert 1/x0, also ist g stetig in
x0 für alle x0 ∈ R+ und daher stetig. Der Vollständigkeit halber wiederholen wir den
Beweis des Grenzwertsatzes. Weil xn → x0 gilt, gibt es ein N ∈ N mit xn > x0/2 > 0
für n ≥ N. Dann ist ∣∣∣∣ 1xn
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was wegen xn → x0 möglich ist.
(Alternativlösung: Abschätzung wie oben, für x0 ∈ R+ und ε > 0 wähle δ =
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g ist aber nicht gleichmäßig stetig, denn g ist unbeschränkt bei 0. Angenommen es
gäbe zu ε = 1 > 0 ein δ > 0 mit |x− y| < δ =⇒ |g(x)− g(y)| < ε, dann finden wir
ein n ∈ N mit δ > 1
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also g(x) < 1 + n, damit wäre g beschränkt bei 0, es gilt aber g( 1
k
) = k → ∞ für

k → ∞, wobei ( 1
k
)k∈N ⊂ R+ ist. Also kann g nicht gleichmäßig stetig sein.
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