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Fiir o > 0 bezeichne
fa :Rx(0,00) = R, fo(t,z) = x%cos(t)
Geben Sie die Teilmenge A C (0,00) an, die genau aus den a > 0 besteht, fiir die das Anfangswertproblem
(AWP,) @ = fo(t,z), x(0)=1,
genau eine auf ganz R definierte Losung besitzt. Weisen Sie Thr Ergebnis nach, indem Sie
a) Fiir alle @ € A die Losung explizit bestimmen und deren Eindeutigkeit begriinden,

b) fiir alle o € (0,00)\A zeigen, dass keine Losung auf R existieren kann oder dass es mindestens zwei
verschiedene auf ganz R definierte Losungen gibt.

Losung:

a)

Sei o > 0 beliebig. Da f, ein Produkt von stetigen Funktionen ist, ist f, stetig.

Weiterhin ist aus diesem Grund auch 9, f,(t,7) = ax® ! cos(t) stetig auf D = (0,00) x R. Dies zeigt, dass f, lokal
Lipschitz-stetig beziiglich z ist.

Mit dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz folgt dann, dass das AWP fiir jedes a > 0 eine eindeutige maxi-
male Losung x4 : (t— o, t+ o) = R besitzt mit —co <t_ o, <0 <ty o < o0.

Nach dem Hinweis betrachten wir zunéchst o = 1.
Wir bestimmen die maximale Lésung z1 mit Trennung der Variablen.

/w %ds = / cos(w)dw = In(z) —In(l) =sin(t) —sin(0) = z,(t) = ®
1 0

Probe fiir o = 1: 21(0) = ™) =0 =1, 2/ () = ) cos(t) = x1 () cos(t) V¢ € R, passt.
Da z7 auf ganz R definiert ist gilt 1 € A.

Sei nun « # 1.
Wir verwenden erneut Trennung der Variablen zur Losung des AWP.
T t
/ s~ ds = / cos(wydw = (@1 =sin() = za(t) = (1 - a)sin(t) + 1)
1 0
Wir zeigen zunéchst, dass x, Yo € (0,2)\{1} wohldefiniert ist.
Fiir kein o € (0,00)\{1} ist 2= € Z. Es ist also zu zeigen, dass (1 — a)sin(t) + 1 > 0 ist V¢ € R.
Fiir o € (0,1) ist 1 > 1 —a > 0. Es folgt (1-a)sin(t) > —1(1 — @) > —1 und somit (1 — «)sin(t) +1 > 0.
Fir a € (1,2) ist =1 <1 —a < 0. Es folgt (1 — «)sin(t) > (1 — )l > —1 und somit (1 — a)sin(t) +1 > 0.
Probe fiir v # 1: 2,(0) = 1172 =1,
2/ (1) = 2= ((1 — ) sin(t) + 1)ﬁ_1(1 —a)cos(t) = ((1—a)sin(t) +1)Ta cos(t) = (x4 (t))* cos(t) Vt € R (+), passt.

[¢] l—a

Somit ist gezeigt (0,2) C A.

b)

Sei nun « > 2.

Wir haben gezeigt, dass es eine eindeutige maximale Losung des AWP, 4 @ (t— o, %4 o) — R gibt.

Die Rechnung (+) gilt fiir alle ¢ € R mit (1 — «)sin(¢t) +1 > 0.

Das bedeutet, dass (t_ q,t+ ) das maximale Intervall ist, dass die 0 enthélt und fiir das x, wohldefiniert ist, also



(1—a)sin(t) +1>0Vt € (t_a,tta)
Fiir @ > 2 gilt 1 — a > —1 und somit existieren t* € R mit (1 — a)sin(¢*) + 1+ 1 < 0. Dort ist z, also nicht definiert

und es folgt, dass t_, > —o0 oder t o < o0.
Damit ist gezeigt, dass fiir & > 2 a ¢ A und somit A = (0, 2).



