Frithjahr 24 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Sei M C {x € R | 2 > 0} eine nicht-leere Teilmenge der positiven reellen Zahlen.
Zeigen Sie, dass die Menge
1
A= {— |ze M }
x

genau dann nach oben beschriankt ist, wenn inf(M) > 0 gilt.

b) Essei f: R — R zweimal differenzierbar. Es gelte f (%) = % fiir alle n € N. Zeigen
Sie:

(i) Es gilt: f/(0) = 1.

(ii) Es existiert eine Folge (x,)nen von Zahlen x,, > 0 mit f'(z,) = 1 fir allen € N

und lim z, = 0.
n—oo

(iii) Es gilt: f”(0) = 0.

Loésungsvorschlag:

a) 7 = :7 Sei A nach oben beschrinkt durch C' > 0. Fiir alle z € M gilt
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weil % € A ist. Damit ist % > 0 eine untere Schranke von M. Das Infimum erfiillt
nun inf(M) > & > 0, ist also positiv.

7<= 7 Ist inf(M) > 0, so ist m eine wohldefinierte, positive reelle Zahl und

eine obere Schranke an A, weil z > inf(M) fiir alle z € M gilt, also £ < m fiir
alle 1 € A folgt. Damit ist A nach oben (durch m) beschrénkt.

b) (i) Weil f differenzierbar ist, gilt fiir jede Nullfolge (z,,)nen schon f/(0) = lim

n—00 T
Weil f als differenzierbare Funktion auch stetig ist, folgt f(0) = lim f(3) =
n—oo
1
lim 2 = 0 und fiir die Nullfolge (1),en folgt f/(0) = lim 2 = 1.
n—oo =

n—o0 n
(i) Sei n € N eine natiirliche Zahl, die Funktion f ist stetig auf [+, =] und

differenzierbar auf (%, ﬁ) Nach dem Mittelwertsatz existiert ein z,, € (+, =)

n’n—1

Lyl L1
mit f'(x,) = f("i) _ch(") = ’il_z = 1. Wegen z,, > = > 0 sind alle
n—1 n n—1 n
Folgeglieder positiv und wegen lim 1 = 0 = lim ﬁ konvergiert die Folge
n—oo n—oo

nach dem Sandwichlemma/Schachtelungssatz gegen 0.

(iii) Fir die Folge aus (ii) gilt wegen f'(0) =1 = f'(z,) analog zu (i)

70) = tim L&) =SO g,
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