Frithjahr 24 Themennummer 1 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Zeigen Sie, dass die Funktion

3et+t—1 firt>0
et+1—t firt<o

ist.
b) Bestimmen Sie eine Losung des Anfangswertproblems

@(t) + z(t) =
z(0) = 2.

{xt x(t \/ct2 (1—o)t

z(0) =2

eine auf ganz R existierende Losung z. : R — R hat, fiir die z.(4) = 7 ist.

c) Zeigen Sie, dass es eine reelle Zahl ¢ € [0,1] gibt, sodass das Anfangswertproblem

Losungsvorschlag:

a) Zunichst gilt z,(0) = 34+ 0 — 1 = 2, die Anfangsbedingung ist also erfiillt. Fiir
t > 0 st Z,(t) + w.(t) = *t+1+3e*t+t—1 =t = |t| und fiir t < 0
ist 4o (t) + x.(t) = —et — 1 +et+1—t = —t = |t|]. Wir miissen noch die
Differenzierbarkeit von z, in 0 zeigen. Die einseitigen Differentialquotienten stimmen
mit den obigen Ableitungen iiberein, weil x,(0) = 2 = € + 1 — 0 gilt, z, also stetig
ist. Daher ist #,7(0) = =3+ 1 = —2 und 7,7 (0) = —1 — 1 = —2. Beide stimmen
tiberein, daher ist z, auch bei t = 0 differenzierbar und ,(0) +x,(0) = —2+2 = |0

ist erfiillt. Also 16st x, das Anfangswertproblem.

b) Man kann die Losung mithilfe des Frobeniusansatzes, einem quadratisch polynomi-
ellen Ansatz oder dem Standardvorgehen bei linearen Differentialgleichungen erster
Ordnung finden. Wir sehen hier aber sofort eine Losung durch x,(t) = 2 — 2t + 2
gegeben, denn dann ist 2y (t) + zp(t) = 2t — 2 + 2 — 2t + 2 = {? fiir alle t € R und

2,(0)=02—2.042=2,

c¢) Fiir ¢ = 0 erhalten wir genau das Anfangswertproblem aus b) und fiir ¢ = 1 erhalten
wir das Anfangswertproblem aus a). Es gilt z,(4) =3e™*+4—-1=3(e*+1) <
3(1+1) = 3-2 = 6 und z3(4) = 42°—2-442 = 16—8+2 = 10. Fiir jedes ¢ € [0,1] besitzt
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das hier gegebene Anfangswertproblem eine eindeutige, global existierende Losung
x., weil die Differentialgleichung eine lineare Gleichung erster Ordnung mit stetiger
Inhomogenitét ist. Wegen der stetigen Abhéngigkeit von den Anfangsdaten erhalten
wir weiterhin, dass fiir ¢ — ¢q auch die Losungen . auf [3,5] gleichméBig und damit
auch punktweise gegen x., konvergieren. Die Abbildung A : [0,1] — R, A(c) == z.(4)
ist also stetig, erfiillt A(0) = 10 und A(1) = 3(e™* + 1) < 6. Damit folgt wegen
A(l) <6 <7 <10 = A(0) nach dem Zwischenwertsatz die Existenz eines ¢ € [0,1]
mit A(¢) = 7. Die Losung des Anfangswertproblems zu ¢ hat nun alle geforderten
Eigenschaften.

Etwas genauer zur Konvergenz der Losungen: Wir deﬁnieren fiir ¢ € [0,1] die Losung
des Anfangswertproblems =’ = f.(t,2z),z(0) = 2 mit f.(t,z) = /2 + (1 — )t —z
eingeschrankt auf das kompakte Intervall als x.(t) und mochten zeigen, dass aus
¢ = ¢o die gleichméfige Konvergenz von z, — ., auf [3,5] folgt. Man beachte, dass
die auftretenden Strukturfunktionen lokal Lipschitzstetig beziiglich x sind und fiir
die zuliissigen Wahlen von ¢ auch auf R? definiert sind. Fiir alle € > 0 gibt es ein
d > 0 mit |uc(t) — uq(t)] < e fiir alle t € [3,5], also ||z, — x|, < € vorausgesetzt,
dass || fe — feoll < 6 gilt, was wir jetzt noch nachrechnen werden. Es gilt fiir alle
r€Rundt € [3,5]:

|c = col[t* = 1]
\/ct2 (1 —c)tt+ \/cot2 + (1 —¢o)tt

|fc(tax) - fc0<t7x)| =

600|c — co|
= V8L - 72¢ + B1 - 726,
600|c —
< 600fe = co| = 100|c — o] <0

T VIV

)
fir |c — ¢o] < 100° Dabei wurde in der ersten Abschéitzung die Extrema der Funk-

tionen 2, t* und t? —t* benutzt und in der zweiten Abschitzung wurde 0 < ¢, ¢co < 1
verwendet. Daher ist |z, — 2|l < ¢ fiir [c — co| < 135 und wir erhalten per de-
finitionem die Grenzwertaussage ¢ — ¢g =— x. — x. gleichmiBig auf [3,5],
insbesondere also punktweise Konvergenz und ¢ — ¢y = z.(4) — x.,(4).

J.F.B.



