Frithjahr 24 Themennummer 1 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Zeigen Sie, dass jede stetige Funktion f:R?* — R mit

lim — f(z,y) =00
ll(z,y)llg—o0
R? die euklidische Norm auf R2.
b) Begriinden Sie, dass die Funktion f : R? — R mit
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malstellen von f.

ein globales Minimum besitzt. Hierbei bezeichnet ||(z, )|, = /2% + y? fiir (z,y)

ein globales Minimum besitzt und bestimmen Sie dieses sowie alle globalen Mini-

Losungsvorschlag:

a) Per Definitionem uneigentlicher Limiten, gibt es ein R > 0 mit ||(z,y)||, > R =
f(z,y) > f(0,0). Die Menge Bgr(0) = {(z,y) € R* : ||(z,y)|, < R} ist kompakt
(abgeschlossene, beschriinkte Teilmenge des R?) und nicht leer ((0,0) € Bg(0)). Weil
f stetig auf R? also auch auf Br(0) ist, besitzt f ein globales Minimum auf Bg(0),
d. h. es gibt ein zg € Bgr(0) mit f(xo) < f(z) fir alle x € Bg(0), insbesondere also

f(x9) < £(0,0). Damit gilt dann aber fiir alle z € R?\ Bg(0) ebenfalls

f(zo) < £(0,0) < f(x) und es folgt f(zg) < f(x) fiir alle x € R% Damit ist g

globales Minimum von f.

b) Wir verwenden das Kriterium aus a). Offensichtlich ist f als Polynom glatt, also

auch stetig. Wegen |y| = v/y? < /22 4+ y? = ||(z,y)||, folgt

Fla) > F0 ) B2l > ) [ ) B

4 3
mit g : R = R, g(t) = 1* — > — > + 1. Weil g ein Polynom vierten Grades

mit positivem Leitkoeffizient ist, folgt ltlim g(t) = oo, also auch ” lﬁn f(z,y) >
—00 z,Y)|g—00

1z, 9115 = 9l y)ll,)

lim  g¢(||(z,y)]],) = co. Nach a) besitzt f ein globales Minimum. Wir berechnen

Il (z,9) ||y =00
den Gradienten.

Esist Vf(z,y) = (z(2*+y*—2), y(2*+y*>—2)—y*)T. Wir bestimmen die Nullstellen.

Damit die erste Komponente verschwindet, muss = = 0 oder ||(z,)||5 = 2 gelten.
Ist z = 0 so wird die zweite Komponente genau dann 0, wenn y(y*> —y —2) =0 gllt
also wenn eine der Gleichungen y = 0,y = —1,y = 2 gilt. Ist dagegen ||(z, y)H%

so wird die zweite Komponente genau fiir y = 0 verschwinden. Aus ||(z,v)|5 = 2

und y = 0 folgt = = £+/2. Wir erhalten also fiinf stationire Punkte:

(0,0), (0,=1), (02), (V2,0), (=v2,0)



mit Funktionswerten - 5
—, —=, 0, 0.
T2 3
Das globale Minimum muss ein stationiirer Punkt sein, weil R? offen und f diffe-
renzierbar ist. Daher ist der stationdre Punkt mit dem kleinsten Funktionswert eine
globale Minimalstelle. Der minimale Funktionswert ist —2 und die einzige globale

3
Minimalstelle ist (0,2).

J.F.B.



