Frithjahr 23 Themennummer 3 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Auf der Menge
Q= {(z,y,2) € R® | 32® +4y* < 2}

sei f: € — R definiert durch

1+ 422 + 312
f(xayvz):T

a) Fiir jedes ¢ > 0 bezeichnet f|q, die Einschriankung von f auf die Menge € =
{(z,y,2) € Q| 2z = (}. Zeigen Sie, dass f|o, ein globales Maximum und ein globales
Minimum besitzt und deren Werte gegeben sind durch

1+ 3¢
1+4¢?

beziehungsweise

1
1+4¢*

b) Entscheiden Sie jeweils mit Begriindung, ob f ein globales Maximum beziehungs-
weise ein globales Minimum besitzt, und bestimmen Sie gegebenenfalls dessen Wert.

Losungsvorschlag:

a) Die Funktion f ist als Verkniipfung stetiger Funktionen selbst eine stetige Funk-
tion, weil der Nenner nirgends verschwindet. Fiir jedes ¢ > 0 ist ¢ beschrénkt,
denn fiir alle (z,y,2) € Q¢ gilt [(z,y,2)]* < (322 + 4y + 2%) < 2+ 2% = (+ %,
also |(z,y, 2)| < \/C+ (2. (Hier bezeichnet | - | die euklidische Norm auf dem R3.)
Auflerdem sind die Mengen abgeschlossen, ist nédmlich (2, Yn, 2n)ney C ¢ eine

konvergente Folge mit Grenzwert (z,y,z) € R3, so folgt z = lim 2, = lim { = ¢
n—0o0 n—oo

und 322 + 4y? = nh_)rglo 322 + 492 < nh_)rrolo Z, = z, also (x,y,2) € Q. Damit ist fur
jedes ¢ > 0 die Menge 2 C R? abgeschlossen und beschréinkt und daher kompakt
nach dem mehrdimensionalen Satz von Bolzano-Weierstrafl. Damit besitzt nach dem
Satz von Minimum und Maximum die Funktion f|q, ein globales Minimum und ein
globales Maximum, weil diese Mengen niemals leer sind, denn fiir jedes { > 0 ist
(0,0,¢) € Q. Wegen

_1—|—4x2+3y2_1+4x2—|—3y2 1

— = > —
und (0,0, ¢) € Q¢ ist das Minimum durch e gegeben. Fiir das Maximum halten
wir zunéchst fest, dass fiir (z,y, z) € ¢ die Ungleichung
1 1 1 1
2? = §3x2 < 3(3x2 +4y?) < 3¢ = §C gilt, also auch
1+42% +3y% 14322+ 4y +2° _ 1+(+350 1+
Floyy,z) = LB (LRSe by e Twetse dtse (V).
14 22 14 ¢? ¢? 1+ ¢? V3
2 1+ 4(
) a0-ccn () o wa
Wegen 3 | = | +4-02=¢ <(,ist [ ~=,0,( ) € Q¢ und ist das Maximum.
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b) Wir bezeichnen die in a) bestimmten Extremalstellen mit m¢ = (0,0, ¢) und
1 1+ 3¢

1+¢2 1+
Fiir ¢ — oo konvergiert f(m¢) = w, gegen 0, also ist inf f(©2) < 0. Weil f(z,y, 2)
fir alle (z,y,2) € Q strikt positiv ist, gilt inf f(2) = 0 und die Funktion besitzt
kein globales Minimum.

Wir betrachten jetzt die Funktion h : (0,00) — R, A(t) = W; und untersuchen
das Extremwertverhalten von h. Die Funktion iSEL stetig differenzier}l)ar und erfiillt

2
3(1+t ) —2t(1+ 325)

: _ . e
11_{% h(t) = 1 und tli)r?o = 0. Auflerdem ist A/(t) = E5E , was genau

dann verschwindet, wenn 2(1 + %) = #(3 + 4t) gilt, also wenn 0 = 2t* + 3t — 2

M = <%’ 0, C) , und die zugehorigen Werte mit w¢ = und W =

1
erfiillt ist. Die einzige positive Nullstelle diesen Polynoms ist ¢y = 3 mit h(%) =

4
=3 Dieser Wert ist hoher als die Grenzwerte am Rand und die Ableitung

| oo | o

hat nur eine einzige Nullstelle, daher muss dieser Wert ein globales Maximum sein
(Kurvendiskussion: die Ableitung wechselt auf (0, 1) und (£, co) ihr Vorzeichen nicht,

auf dem ersten Intervall muss das Vorzeichen positiv sein, weil f dort wachsen muss
(Pn% h(t) = 1 > h(3)) und analog muss f auf dem zweiten Intervall fallen). Fiir
_>.

alle (z,y,2) € Q\{(0,0,0)} gilt nun f(z,y,2) < W, = h(z) < h(3) = f(M%) und

2

1 1
M, = (— 0 —) ist die globale Maximalstelle von f mit globalem Maximalwert

\/67 72

F(My) = Wy = h() = g > 1= £(0,0,0).

1
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