Frithjahr 23 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen iiber holomorphe Funktionen gelten. Geben
Sie jeweils eine Begriindung oder ein Gegenbeispiel an.

a) Die Funktion
f:{z€C:|Rez| <1} - C, f(z2):=¢

ist beschrankt.

b) Die Funktion
1

1+ 22

fi{zeC:|Imz| <1} =C, f(z):=
ist beschrankt.

c) Ist Q:={2 € C:|Re z| > 1} und f : Q — C holomorph mit f(™(2) = 0 fiir alle
n € Ny, so ist f die Nullfunktion.

d) Ist f : C — C holomorph und nicht konstant, so stimmt der Abschluss von f(C)
mit C iiberein.

Losungsvorschlag:

a) Diese Aussage ist wahr, denn fiir alle z € {z € C : |Re 2| < 1} gilt |e*| = eR* = <

el = e, also ist f durch e beschrinkt.

b) Diese Aussage ist falsch. Wir betrachten die im Definitionsbereich liegende Folge

(2n)nen = (1/(1 = 1)i)nen und berechnen

: . 1 :
A T
nach dem Satz von Archimedes. Das heifit die natiirlichen Zahlen liegen im Bild von
f und damit muss das Bild und folglich die Funktion unbeschrankt sein.

c) Diese Aussage ist falsch. Die Funktion f : Q@ — C, f(z) = 1 — sgn(Re z) ist
lokalkonstant und damit holomorph mit ™ = 0 fiir alle n € N und erfiillt f(2) = 0,
ist aber nicht die Nullfunktion, weil f(—2) = 2 # 0 gilt.

d) Diese Aussage ist wahr. Falls f ein Polynom ist, gilt nach dem Fundamentalsatz
der Algebra schon f(C) = C, da f als nicht konstant vorausgesetzt wurde. Ist f
transzendent, so betrachten wir die Potenzreihendarstellung um 0:

Fiir gewisse a,, € C ist f(z) = > a,(z — 0)" und wir betrachten fir z # 0 die

n=0
Funktion g(z) = f(£) = ¥ a,2™". Die Singularitét bei 0 ist isoliert und wesentlich,
n=0
weil der Hauptteil der Laurentreihe nicht abbricht (f ist transzendent), nach dem
Satz von Casorati ist g(B1(0)\{0}) dicht in C.

Wegen ¢g(B1(0)\{0}) C f({z € C:|z| > 1} C f(C) ist dann natiirlich auch das Bild
von f dicht.

J.F.B.



