Frithjahr 22 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen korrekt sind. Begriinden Sie jeweils Thre
Antwort durch einen kurzen Beweis oder ein Gegenbeispiel.

(a) Es gibt eine Funktion f : (0,1) — R, die nur in genau einem Punkt stetig ist.

(b) Ist f:(0,1) — R stetig differenzierbar mit sup |f'(z)| < oo, dann ist f beschrénkt

z€(0,1)
und gleichméafig stetig.

(c) Die Funktionenfolge (f,)neny mit f,(z) = 2"(1 — z?") fiir * € [0,1] konvergiert

gleichméBig.

Losungsvorschlag:
Die ersten beiden Aussagen sind korrekt, die dritte ist falsch.

(a)

“ fir o € Q und behaupten, dass
1 —z, firzeR\Q

diese genau in z = 1§ stetig ist. Ist z € (0,1)\{3}, so finden wir wegen der Dicht-
heit der rationalen und der irrationalen Zahlen in den reellen Zahlen, zwei Fol-
gen (Gn)nen, (Tn)nen die gegen x konvergieren und ¢, € Q und r, € R\Q fur alle

n € N erfiillen. Es gilt dann lim f(¢,) = # 1 — 2 = lim f(r,) und f ist un-
n—oo n—oo

Wir betrachten die Funktion f(z) :=

stetig in x. Man beachte, dass die Gleichung r = 1 — 2 <= 2z =1 in R nur
die Losung x = % hat. Fiir die Stetigkeit in x = % sei € > 0 beliebig gewdahlt,
ist dann |z — 3| < €, so folgt |f(z) — f(3)] = |z — | < ¢, falls 2 € Q ist und
f@) = fB)]=1—z—2% =1} — 2| <e, falls z € R\Q ist. In jedem Fall ist also

|f(z) — f(3)| < e und daher f stetig in 1.

Fiir alle y < z € (0,1) ist f stetig auf [y, ] und differenzierbar auf (y, z), daher gilt
nach dem Zwischenwertsatz

'ij(”\ = £ < sup |f/(@)] < o0

z€(0,1)

fir ein € € (z,y). Wir kénnen das zu |f(z) — f(y)| < sup |f'(z)| |z —y| umformen,

z€(0,1)
die Funktion f ist also sogar lipschitzstetig zur Konstante L = sup |f'(x)| und
z€(0,1)
damit insbesondere gleichméfig stetig. Aulerdem folgt aus der Wahl y = % auch
|f(@)=f(3)] <3 sup |f/(z)|firalle z € (0,1), denn fiir alle z € (0,1) ist |z —3| < 3,

z€(0,1)

fiir x > % folgt die Ungleichung aus der obigen Ungleichung, fiir x = % ist die

Ungleichung trivial und fiir 2 < 3 ist [f(z) — f(3)] = |f(3) — f(z)|. Daher ist
: sz}p1 ) |f'(x)| < oo eine obere Schranke an f und f ist beschrénkt.
z€e(0,

Die Funktion ¢ : [0,1] — R,g(y) = y(1 — y?) ist nichtnegativ und stetig auf ei-
nem kompakten Intervall, besitzt also ein Maximum. Dieses wird im Inneren an-
genommen, weil an den Randwerten die Funktion g Nullstellen hat. Die Ableitung




d'(y) = 1 — 3y? besitzt auf (0,1) nur die Nullstelle y = \%, bei dieser Stelle muss es

sich um das Maximum handeln. Eingestzt ergibt sich, also g(_z) = J=(1—3) = ﬁ
Die Funktion f konvergiert punktweise, aber nicht gleichméflig gegen die Nullfunk-
tion. Fiir z € [0,1) konvergiert ™ ndmlich gegen 0, also auch z** = (z™)? und daher
fa(z) = 0(1 —0) = 0. fiir = 1 ist bereits f,(1) = 0 was ebenso gegen 0 konver-

giert. Die Konvergenz ist aber nicht gleichméfig, weil fiir alle n € N die Ungleichung

1flle = f <\”/\/A§) = g(\/%;)) = (\/23)3 gilt, was fiir n — oo nicht gegen 0 konvergiert.

Man beachte insbesondere, dass {/ \/%,; € (0,1) fiir alle n € N gilt.

J.F.B.



