Frithjahr 22 Themennummer 1 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Geben Sie eine mathematisch prézise Definition fiir die Stabilitét einer Ruhelage x
einer autonomen Differentialgleichung 2’ = f(x) mit stetig differenzierbarer rechter
Seite f : R" — R™ an.

Im Folgenden betrachten wir die skalare autonome Differentialgleichung
¥ =z - sin(x).

(b) Geben Sie die Ruhelagen der Differentialgleichung an und entscheiden Sie, welche
der Ruhelagen # 0 stabil sind.

(c) Es sei ein g € R mit 0 < 2y < 7 gegeben. Zeigen Sie, dass es eine eindeutige
maximale Losung x der Differentialgleichung mit z(0) = zo gibt, dass diese auf
ganz R existiert, streng monoton steigt und dass lim;_, o, z(t) = 7 gilt.

(d) Begriinden Sie, z.B. mithilfe von (a) und (c), dass die Ruhelage 0 der Differential-
gleichung instabil ist.

Losungsvorschlag:

(a) Eine Ruhelage z( heifit stabil, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, sodass fiir alle
¢ € Bs(zo) die Losung der Differentialgleichung zur Anfangsbedingung z(0) = x
mindestens auf [0, 00) existiert und ||z(t) — zo|| < e fiir ¢ > 0 erfiillt.

(b) Die Ruhelagen sind genau die Nullstellen der rechten Seite, also alle x € R mit
x = 0 oder sin(x) = 0. Das sind genau die ganzzahligen Vielfachen von m, d.
h. alle kr mit k£ € Z. Wir bestimmen die Ableitung der rechten Seite f'(z) =
sin(z) + z cos(z). Es gilt f'(kn) = sin(kr) + kr cos(km) = (—1)Fkr fiir alle k € Z.
Mit dem Linearisierungssatz folgt, dass alle Ruhelagen xy mit f’(x¢) < 0 stabil sind,
wéhrend alle Ruhelagen mit f’(zg) > 0 instabil sind. Da die einzige Ruhelage mit
verschwindender Ableitung die 0 ist, kénnen wir aus dem Vorzeichen von (—1)*k
sofort das Stabilitétsverhalten ablesen (Multiplikation mit 7 &ndert das Vorzeichen
nicht). Die Ruhelagen k7 mit k& gerade und positiv oder k£ ungerade und negativ
sind stabil; diejenigen mit £ ungerade und positiv oder k gerade und negativ sind
instabil. Da jede von 0 verschiedene ganze Zahl einem der vier Félle entspricht, sind
also alle Ruhelagen # 0 klassifiziert.

(c) Die Strukturfunktion f ist steig differenzierbar, also lokal lipschitzstetig. Nach dem
Satz von Picard-Lindel6f existiert zu jeder Anfangsbedingung genau eine maximale
Losung. Wegen |f(z)| < |z| - 1 = |z| bleibt das Wachstum weiter linear beschrankt
und wir erhalten weiterhin globale Existenz jeder Losung. Beides gilt natiirlich auch
insbesondere fiir Anfangswerte xy € (0, 7). Weil die Strukturfunktion lokal lipschitz-
stetig ist, konnen sich verschiedene Losungskurven nicht schneiden, also bleibt die
Losung zur Anfangsbedingung x(0) = x, fiir alle Zeiten zwischen den Ruhelagen
0 und 7, d. h. es gilt 0 < z(t) < « fiir alle t € R. Daher gilt fiir die Losung
2'(t) = z(t) -sin(z(t)) > 0, weil sowohl z(t) > 0, als auch sin(x(t)) > 0 fir alle t € R
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gilt (die Sinusfunktion nimmt auf (0, 7) nur positive Werte an). Weil die Ableitung
strikt positiv ist, folgt bereits, dass = streng monoton wéchst. Insbesondere exis-
tiert der Limes lim; ,o z(t) := & und wegen 0 < z(¢) < 7 muss 0 < & < 7 gelten.
Weil x streng monoton wéchst, muss weiter & > z(0) = z gelten. Wir zeigen, dass
f(z) = 0 gelten muss, dann folgt ndmlich & = 7, weil 7 die einzige Nullstelle von
f auf [xg, 7] ist. Angenommen dem wire nicht so, d. h. f(Z) wére strikt positiv
(negativ ist nicht moglich). Weil f stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit [z — 2| < § =

|f(z) — f(2)] < @ woraus insbesondere f(z) > @ folgt. Wir finden nun ein

to € Rmit t >ty = |x(t) — 2| < § und daher auch z'(t) = f(z(t)) > @ Das
impliziert aber z(t) = z(t) — x(to) + z(to) = x(to) + ft'; 2'(s)ds > x(to) + (t — to)@
fir ¢t > to, was aber fiir t — oo gegen oo divergiert, ein Widerspruch zu z(t) < 7
Daher muss also f(Z) = 0 gelten und wir erhalten & = 7.

(d) Wir widerlegen die Stabilitdt mit der Definition in (a). Wir wihlen ¢ = 1. Zu
jedem 0 > 0 betrachten wir die Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert
2(0) = min{Z,1}. Nach (c) konvergiert die Losung gegen , erfiillt also ab einem
to > 0 die Ungleichung |z(¢) — 7| < 1, woraus z(t) > 2 und folglich |z(t)—0| > 1 =¢
folgt. Daher ist 0 eine instabile Ruhelage.

J.F.B.



