Frithjahr 22 Themennummer 1 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Es sei die Funktion f: R — R zweimal stetig differenzierbar mit f'(0) =0 < f”(0)
und lim, ;o f(x) = —o0. Zeigen Sie: Es gibt ein £ > 0 mit f/(£) = 0.

(b) Es sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f,, : [0,1] — R, die gleichmé&Big gegen
die Grenzfunktion f konvergiert. Zudem sei

Fo(x) = / fa(t) dt  fiir alle z € [0,1] und alle n € N.
0
Begriinden Sie kurz, dass die Integralfunktion
Flz) = / F(t) dt
0

auf [0,1] wohldefiniert ist, und zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (F,)nen
gleichméafBig auf [0,1] gegen F' konvergiert.

Losungsvorschlag:

(a) Weil f” stetig ist, gibt es ein § > 0, sodass f"(z) > 0 fiir alle z € (—6,0) gilt (Ste-
tigkeitsdefinition mit ¢ = f”(0)), also ist f’ auf (—9,0) streng monoton wachsend.
Wegen f/(0) = 0, folgt f'(z) > 0 fiir x € (0,d) und auch f wéchst streng monoton
auf (0,9) und erfiillt f(z) > 0 fir x € (0,d). Wegen lim,_,, , f(z) = —o0, gibt es
ein zo > § mit f(xg) < 0. Weil f als C*-Funktion auch stetig ist, gibt es nach dem
Zwischenwertsatz eine Nullstelle 7 von f im Intervall (%,xo). Die Funktion f ist
nun stetig auf [0, 7], erfiillt f(0) = 0 = f(7) und ist differenzierbar auf (0, 7). Die
Behauptung folgt nun aus dem Satz von Rolle.

(b) Als gleichméfiiger Grenzwert einer Folge von stetigen Funktionen ist f selbst stetig
und daher Riemann-integrierbar, also F' wohldefiniert. Fiir alle x € [0,1] gilt nun

/wa(t) dt—/oxfn(t) dt‘ = /Omf(t)—fn(t) dt‘

< / @) = Ful At <2l fa— fllo < 1 —
0

|F(z) — Fu(x)] =

Die Abschétzung gilt fiir alle z € [0,1], also ist 0 < [|[F — F,||, < |[fo — fllo — 0
und nach dem Sandwichlemma/Schachtelungssatz folgt die Behauptung.

J.F.B.



