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Wir betrachten das Anfangswertproblem x(t) = v(x(t)) ,x(0) = & € R? fiir das gegebene

—x1°

Vektorfeld v:R? - R? ;v - v(xy,x,) = < )> fir x; # 0 bzw.v(0,x,) = 0.
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a) Begriinden Sie, dass v stetig ist.

b) Geben Sie die erste Komponente x4 (t) der Losung x : I — R? explizit an.
c¢) Zeigen Sie, dass I' = {(r,%sin G) > O} die Trajektorie zum Anfangswert x = (i, 0) ist.

d) Begriinden Sie, dass alle Fixpunkte von v instabil sind.

Zu a)
AufR2sind R? - R; (x4, x,) » —x und R? - R; (x4, x,) — xix, stetig als Polynome. Fiir eine
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Folge (xfn),xgn)) —(0,x;) ist 0 < |(x§n)) cos (ﬁ) — 0| < |x£n)| — 0, also ist auch
1

R? - R; (x4, x;) = xZ cos (xi) stetig und daher ist v stetig.
1

Zub)

1

x,*x, + x,2 cos (x—) ;% # 0
1

0 ;=0

Das Anfangswertproblem liefert x; = —x? und x} = l . Die erste

Komponente erfiillt x; = —x7 ;x,(0) =& (1)

Fir & =0ist 1;: R = R;t = 0 die eindeutige maximale Losung von (1); fiir £ # 0 erhalten wir
() 1 1 1AM 1 1
—ds = —— =t——und

d ] 4 )"* 4§¢ un

— (4t —E4)7F fiir t > —4E7% Bs gilt A,(0) = (67) % = |&,] und
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durch Trennen der Variablen | = Ot 1ds =t,also
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2(6) = —1(4t — 774 x4 = —(2,(0))". Somit ist A,: | — 467 00 > R £ % eine
4t-§5

damit 1,(t) =

-

Losung von (1) und wegen |1, (t)] m oo ist es auch die maximale Losung.
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Zuc)

Fiir & = % ergibt sich A;: ] — %4 ;o[- Rt - (4t + n“)_% als maximale Losung fiir die erste
Komponente und die zweite Differentialgleichung ist dann gegeben durch

xy = (4t + )7 1x, + (4t + n4)_% cos ((4t + n“)i) ; x,(0) = 0, also eine skalare inhomogene
lineare Differentialgleichung mit stetigen Koeffizientenfunktionen, hat also laut Losungsformel die
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Lésung/lz:]—:;w[ﬁ R;



t > exp (fot(4s + 7T4)‘1ds) fot exp(— for(4s + ) 1ds) ((4r + 7r4)_% cos ((4r + 7I4)%)) dr =
exp ([ln(4s + ) * ﬂ;) fot exp (— [ln(4s + ) * ﬂ;) ((4r + n“)_% cos ((4r + n“)i)) dr =
%(415 + n“)i fot m(4r + n4)_i_% cos ((4r + 7r4)%) dr = (4t + n“)i [sin ((4r + 7T4)71)]t

(4t + m*)7sin ((4t + n“)Z) = (Al(t))_l sin ((Al(t))_l) = lll(t) sin (;@).
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Weil 4,(t) = (4t +n*)72 — 0 und A} (t) = —i (4t + m*) 7+ * 4 < 0 ist \; streng monoton
4
fallend, also 4, (] — %; 00[) =10; 00] .

Die Trajektorie ist damit

{()ll(t),lz(t)): tel— %4; 00[} = {(Al(t),fwsin (;@)) :t €] — ”{; 00[} = {(r,%sin G)) > 0}

Zu d)

Die Fixpunkte von x(t) = v(x(t)) sind genau die Nullstellen von v(x;, x,), also —x = 0 &
x; =0undv(0,x,) =0 © x, €ER.

Fiir einen Startwert (&;,&,) € R? ist die Losung A(t) = (11 (t), 1, (t)) mit A, (t) wie in (b) und

cos<4/4r+€f4>

~ ¢ 1 t r 1
Ay:] — 4 4;oo[—>II%;t—>eX10(fomds) St2+foe"p(_fo45+51—4ds) o dr | =

1

=z I)) Diese bleibt nicht in der Néhe von &,.
1

o= (At + ETY (£18, +sin ((at + 51_4)%) = sin (



