
F21T3A3 

Für α > 0 ist die Funktion fα : ℝ² → ℝ ; (x, y) → x + αy gegeben und wir definieren für n ∈ N die 
Funktionen gn : ℝ² → ℝ ; (x, y) → x2n + y2n. 

a) Skizzieren Sie die Mengen Mn := {(x, y) ∈ ℝ² : gn(x, y) = 1} für n = 1, 2, 3 in einem Bild. 

b) Begründen Sie, warum fα auf jedem Mn Maximum und Minimum annimmt. 

c) Bestimmen Sie für jedes n ∈ N die entsprechende Lage (xn , yn) des Maximums von fα unter der 
Nebenbedingung gn = 1. 

d) Bestimmen Sie die Grenzwerte von (xn)n∈ N und (yn)n∈ N . 

 

zu a) 

 

 

 

 

 

 

 

Zu b) 

𝑀! = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ": 𝑥"! + 𝑦"! = 1} ⊆ [−1; 1]" ist beschränkt und 𝑀! = 𝑔#$({1}) ist als Urbild 
der abgeschlossenen Menge {1} unter der stetigen Funktion gn abgeschlossen. Als beschränkte und 
abgeschlossene Teilmenge von ℝ² ist Mn kompakt und daher nimmt die stetige reellwertige 
Funktion fα auf Mn ein Minimum und ein Maximum an. 

 

Zu c) 

(𝑔𝑟𝑎𝑑	𝑔!)(𝑥, 𝑦) = 9"!%
!"#$

"!&!"#$: ≠ <''=	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑀! = 𝑔!#$({1}), deshalb ist die lineare 

Abbildung <𝐷(𝑔! − 1)=(𝑥, 𝑦) = <𝐷(𝑔!)=(𝑥, 𝑦) ∶ ℝ" → ℝ	; (𝜉, 𝜂) → 〈(𝑔𝑟𝑎𝑑	𝑔!)(𝑥, 𝑦)	, (𝜉, 𝜂)〉 
nicht die Nullfunktion und daher surjektiv für jedes (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑀!. Für jedes Extremum 𝑝 =
(𝑝$, 𝑝") ∈ 𝑀! von fα unter der Nebenbedingung Mn gibt es einen Lagrangemultiplikator λ ∈	ℝ	mit	
<𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓( + 𝜆𝑔!)=(𝑝$, 𝑝") = 0, 𝑝$"! + 𝑝""! = 1.	Mit	<𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓( + 𝜆𝑔!)=(𝑝$, 𝑝") = 9$)*"!+$

!"#$

()*"!+!
!"#$:	

ergibt	sich		

i) 1 + 𝜆2𝑛𝑝$"!#$ = 0	 →		 𝜆2𝑛 = − $
+$!"#$

	 in	(ii)		

ii) 𝛼 + 𝜆2𝑛𝑝""!#$ = 0	 →	 𝛼 − $
+$!"#$

𝑝""!#$ = 𝛼 − 9+!
+$
:
"!#$

= 0 ⇒ 𝛼
$

!"#$ = 9+!
+$
:	

iii) 𝑝$"! + 𝑝""! = 1	 	 →	 𝑝$"! ]1 + 9
+!
+$
:
"!
^ = 1;	dieses	ergibt	

M1 
M3 



𝑝$"! ]1 + 9
+!
+$
:
"!
^ = 𝑝$"! 91 + 𝛼

!"
!"#$: = 𝑝$"! 91 + 𝛼

$) $
!"#$: = 1,	also	𝑝$ = ±91 + 𝛼$)

$
!"#$:

# $
!"	

und	𝑝" = ±(1 − 𝑝$"!)
$
!" = ±]1 − 91 + 𝛼$)

$
!"#$:

#$
^
$
!"
.	

Da	nach	(b)	min{𝑓((𝑥, 𝑦) ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑀!} ≤ max{𝑓((𝑥, 𝑦) ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑀!}	existieren	und	nach	(c)	
in	einem	der	Punkte	(p1,	p2),	(-p1,	p2),	(p1,	-p2),	(-p1,	-p2)	angenommen	werden	und	da	wegen		

α	>	0	auch	𝑓((𝑝$, 𝑝") = 𝑝$ + 𝛼𝑝" ≥ p 𝑓(
(𝑝$, −𝑝") = 𝑝$ − 𝛼𝑝"

𝑓((−𝑝$, 𝑝") = −𝑝$ + 𝛼𝑝"
≥ 𝑓((−𝑝$, −𝑝") = −𝑝$ − 𝛼𝑝"	

gilt,	wird	bei (𝑥!, 𝑦!) = (𝑝$, 𝑝") = q91 + 𝛼$)
$

!"#$:
# $
!" , ]1 − 91 + 𝛼$)

$
!"#$:

#$
^
$
!"
r das	Maximum	

von	fα auf Mn angenommen. 

 

Zu d) 

Wegen α > 0 gilt 𝛼$)
$

!"#$ ≤ u$		;	(.$(!;	(/$v ≤ max{1; 𝛼²} und somit gilt wegen	 x𝑝"

!→1
y⎯⎯{ 1		∀𝑝 > 0 auch 

1 ≤ 91 + 𝛼$)
$

!"#$:
$
!" ≤ (1 +max{1; 𝛼²})

$
!"

!→1
y⎯⎯{ 1, also 91 + 𝛼$)

$
!"#$:

# $
!" = $

2$)($%
$

!"#$3

$
!"
		
!→1
y⎯⎯{ 1 

Wegen α > 0 gilt 𝛼$)
$

!"#$ ≥ u(
!;	(.$

(		;	(/$v ≥ min{𝛼; 𝛼²} und somit gilt 

 1 +min{𝛼; 𝛼²} ≤ 1 + 𝛼$)
$

!"#$ ≤ 1 +max{1; 𝛼²} und damit 

 0 < (1 − (1 + min{𝛼; 𝛼"})#$)
$
!" ≤ ]1 − 91 + 𝛼$)

$
!"#$:

#$
^
$
!"
≤ (1 − (1 + max{1; 𝛼"})#$)

$
!" und 

zusätzlich gilt (1 − (1 + min{𝛼; 𝛼"})#$)
$
!"

!→1
y⎯⎯{ 1 und (1 − (1 + max{1; 𝛼"})#$)

$
!"

!→1
y⎯⎯{ 1, also 

auch ]1 − 91 + 𝛼$)
$

!"#$:
#$
^
$
!"

!→1
y⎯⎯{ 1 .  

Somit gilt (𝑥!, 𝑦!) !→1y⎯⎯{ (1; 1) 


