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Fiir a > 0 ist die Funktion f, : R = R ; (X, y) — x + ay gegeben und wir definieren fiir n € N die
Funktionen g, : R? —» R ; (x, y) — x>+ y™.

a) Skizzieren Sie die Mengen M, == {(X,y) € R?: gu(x,y) =1} firn=1, 2, 3 in einem Bild.
b) Begriinden Sie, warum f;, auf jedem M, Maximum und Minimum annimmt.

¢) Bestimmen Sie fiir jedes n € N die entsprechende Lage (xn , yn) des Maximums von f;, unter der
Nebenbedingung g, = 1.

d) Bestimmen Sie die Grenzwerte von (Xn)ne N Und (Yn)ne N .
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Zub)

M, = {(x,y) € R%:x?" 4+ y2" = 1} € [—1; 1]? ist beschriinkt und M,, = g~1({1}) ist als Urbild
der abgeschlossenen Menge {1} unter der stetigen Funktion g, abgeschlossen. Als beschriankte und
abgeschlossene Teilmenge von R? ist M, kompakt und daher nimmt die stetige reellwertige
Funktion f, auf M, ein Minimum und ein Maximum an.

Zuc)

2n-1

(grad g,)(x,y) = (;Z;Zn_l) * (g) fur alle (x,y) € M,, = g;1({1}), deshalb ist die lineare
Abbildung (D(gy — 1) (x,¥) = (D(gn))(x,¥) : RZ = R; (§,1) = ((grad g,)(x,y) , (§,m)
nicht die Nullfunktion und daher surjektiv fiir jedes (x, y) € M,,. Fiir jedes Extremum p =

(p1,p2) € M,, von f, unter der Nebenbedingung M, gibt es einen Lagrangemultiplikator A € R mit

2n-1

(g7ad(fo +29n)) (p1,p2) = 007" + p3" = 1. Mit (grad(fy + 2g)) P p2) = (31 pomoin-s)

a+A2np3n1

ergibt sich
) 1+2np?l=0 >  A2n= —p+ in (ii)
1
) 2n-1 _ 1 on-1 (P2 = _ (P2
11) a+ AZTLPZ =0 - a P 15 =« (P1) =(0= qzn-1 = (pl)

) 2n
iii) p+pint=1 - pin (1 + (p—i) ) = 1; dieses ergibt



1

pi" (1 + (%)211) =pi" (1 + a%) = pin (1 + a”Tl—l) =1,alsop; = + (1 + a”qu)_E

1

1 1 -1\2n
undp, = +(1 — p2™)an = + (1 - (1 + a”m) ) )

Da nach (b) min{f, (x,y) : (x,y) € M, } < max{f,(x,y) : (x,y) € M, } existieren und nach (c)
in einem der Punkte (p1, p2), (-p1, p2), (P1, -p2), (-p1, -pz) angenommen werden und da wegen

fa(P1,—p2) =p1 —ap,
o > 0 auch , =p, +ap, = {
fa(P1,P2) = p1 + ap; £.(—pu,py) = —py + ap,
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1 \"2n —1\2n
gilt, wird bei (x,, ) = (o, p2) = | (1 +a" 1) * ,(1 — (1 +a**me1) ) das Maximum

> fo(=p1,—p2) = —p1 — ap,

von f, auf M, angenommen.

Zu d)
1
Wegen a > 0 gilt a**zn-1 < {;2‘_ Zill} < max{1; @*} und somit gilt wegen \/p — 1 Vp > 0 auch
’ n—->oo
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1< (1 + a1+2n—1)2n < (1 + max{1; a?})zn —> 1, also (1 + a1+2n—1) = ! 1
n—-oo
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Wegen o> 0 gilt a” "2n-1 > {a L as1

} > min{a; a?} und somit gilt

1

"1 < 1 + max{1; a?} und damit

1+ min{a;a?} <1+ a’
1

1 1 y—I\2n 1
0<(1-—1+min{a;a?}) Hm < (1 - (1 + (x”m) ) < (1-(1+ max{1;a?}) Yzn und

1 1
zusitzlich gilt (1 — (1 + min{e; a?})™Hzn — 1 und (1 — (1 + max{1; @?}) zn — 1, also
n—-oo n—oo
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1 —I\2n
auch(l—(1+a1+m) ) —1.

n—->co

Somit gilt (x,, v,) — (1; 1)
n—-o0o



