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a) Bestimmen Sie den Wert des komplexen Kurvenintegrals ∫ !"#(%&)
&!()&(*

𝑑𝑧	
,   für die Kurve       

𝛾 ∶ [−3; 3] → ℂ	; 	𝑡 → 3𝑒-%.. 
b) Es sei 𝐺 ≔ {𝑧 ∈ ℂ ∶ 2 < |𝑧| < 4}. Zeigen Sie: Es existiert eine holomorphe Funktion           

h : G → ℂ derart, dass   &/*
&(*

= 𝑒0(&)  für jedes z ∈ G gilt. 

Zu a) 

Die Kurve γ parametrisiert eine Kreislinie um 0 mit Radius 3 und Umlaufzahl 𝑛(𝛾, 0) =
*
)%- ∫

*
&
𝑑𝑧	

, = *
)%- ∫

12"#$-%
12"#$

𝑑𝑡1
/1 = *

) ∫ 1	𝑑𝑡1
/1 = 3 = 𝑛(𝛾, 𝑤)	𝑓ü𝑟	|𝑤| < 3. 

Die Funktion 𝑧) + 2𝑧 + 1 = (𝑧 + 1)) hat die doppelte Nullstelle -1, deshalb ist 

 𝑓: ℂ\{−1} → ℂ	; 𝑧 → !"#(%&)
&!()&(*

= !"#(%&)
(&(*)!

 holomorph. Da auch 𝑔: ℂ → ℂ	; 𝑧 → sin(𝜋𝑧) holomorph ist, 

folgt laut Cauchy-Integralformel 𝑛(𝛾, −1)𝑔3(−1) = *!
)%- ∫

5(&)

6&/(/*)7
%&% 𝑑𝑧

	
, = *

)%- ∫
!"#(%&)
(&(*)!

𝑑𝑧	
, , also 

∫ !"#(%&)
&!()&(*

𝑑𝑧	
, = 2𝜋𝑖 ∗ 3 ∗ 𝜋 cos(−𝜋) = −6𝜋)𝑖 

 

Zu b) 

𝑓: 𝐺 → ℂ	; 𝑧 → 	 &/*
&(*

 ist nullstellenfrei und holomorph (als Quotient von holomorphen Funktionen 

mit nullstellenfreiem Nenner). 𝑓3(𝑧) = (&(*)∗*/(&/*)∗*
(&(*)!

= )
(&(*)!

 und damit ist auch 9
'

9
: 𝐺 → ℂ	; 𝑧 →

)
(&(*)!

&(*
&/*

= )
&!/*

 holomorph, mit holomorpher Fortsetzung 𝑔: 𝐺 → ℂ	; 𝑧 → )
&!/*

. 

Wegen lim
&→*

|𝑔(𝑧)| = ∞ = lim
&→/*

|𝑔(𝑧)| sind 1 und -1 Pole von g. Da lim
&→*

(𝑧 − 1)𝑔(𝑧) = lim
&→*

)
&(*

= 1 

und lim
&→/*

(𝑧 + 1)𝑔(𝑧) = lim
&→/*

)
&/*

= −1 existieren, sind 1 und -1 Pole erster Ordnung von g mit 
Res(g, 1) = 1 und Res(g, -1) = -1. 

Ist nun γ ein geschlossener, stückweiser C1-Weg in G, dann ist 𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾) ∩ {−1; 1} = ∅ und γ ist als 
geschlossener Weg nullhomolog in ℂ = (ℂ\{−1; 1})YZZZ[ZZZ\

;29.=2>.		?.		5

∪ {−1; 1}YZ[Z\
@-A5.		?.		5

. Somit gilt nach dem Residuensatz 

∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	
, = 2𝜋𝑖^𝑛(𝛾; 1)𝑅𝑒𝑠(𝑔; 1) + 𝑛(𝛾;−1)𝑅𝑒𝑠(𝑔;−1)a = 2𝜋𝑖^𝑛(𝛾; 1) − 𝑛(𝛾;−1)a = 0, 

denn 𝑀 ≔ {𝑧 ∈ ℂ ∶ |𝑧| < 2} ⊆ 𝐺 ist wegen 𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾) ⊆ 𝐺 in einer Zusammenhangskomponente 
von ℂ \ Spur(γ) enthalten, also ist die Umlaufzahl n(γ, *) auf M konstant.  

Somit gilt ∫ 9'(&)
9(&)

𝑑𝑧	
, = ∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧	

, = 0 für jeden geschlossenen, stückweisen C1-Weg γ in G. Damit 

existiert eine holomorphe Stammfunktion 𝐹: 𝐺 → ℂ	von 9
'

9
: 𝐺 → ℂ. 

Da (𝑓𝑒/B)3(𝑧) = 𝑒/B(&) f𝑓3(𝑧) + 𝑓(𝑧)^−𝐹3(𝑧)ag = 𝑒/B(&) f𝑓3(𝑧) − 𝑓(𝑧) 9
'(&)
9(&)

g = 0 gilt, ist 𝑓𝑒/B 

konstant auf G, also gibt es ein 𝑐 = 𝑒C ∈ ℂ\{0} mit 𝑓(𝑧)𝑒/B(&) = 𝑒C  für alle z ∈ G. 

Somit gilt: &/*
&(*

= 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧)𝑒/B(&)𝑒B(&) = 𝑒C𝑒B(&) = 𝑒C(B(&) = 𝑒0(&)  für ℎ ≔ 𝜉 + 𝐹 ∶ 𝐺 →
ℂ	; 𝑧 → 𝜉 + 𝐹(𝑧) holomorph. 


