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Gegeben sei die Menge 𝑆 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ! ∶ 	𝑦(𝑦! − 𝑥) = 0}  

und die Funktion 𝑓:ℝ!\𝑆 → ℝ	; (𝑥, 𝑦) → "
!#
+ $!

#(#"&$)
 zusammen mit dem Anfangswertproblem 

𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)	; 	𝑦(𝑥() = 𝑦(   (1)  wobei (𝑥(, 𝑦() ∈ 𝑅!\𝑆 zu wählen ist. 

a) Fertigen Sie eine beschriftete Skizze der Menge S an und begründen Sie, warum (1) für alle 
(𝑥(, 𝑦() ∈ ℝ!\𝑆 eine eindeutig bestimmte maximale Lösung besitzt. 

b) Sei y : I → R die maximale Lösung von (1) und 𝐸 ∶ 	ℝ! → ℝ; (𝑥, 𝑦) → (𝑦! − 𝑥)! − 𝑥). 
Zeigen Sie, dass die Abbildung 𝜑: 𝐼 → ℝ	; 𝑥 → 𝐸;𝑥, 𝑦(𝑥)< konstant ist. 

c) Sei x0 = 0. Bestimmen Sie die Menge der y0 > 0, für die die maximale Lösung von (1) auf 
ganz ℝ definiert ist. 

 

Zu a) 

𝑆 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ! ∶ 	𝑦(𝑦! − 𝑥) = 0} = {(𝑥, 0) ∶ 	𝑥 ∈ ℝ} ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ! ∶ 	 𝑦! = 𝑥}. 

 

Für stetiges 𝑔:ℝ! → ℝ	; (𝑥, 𝑦) → 𝑦(𝑦! − 𝑥) gilt 𝑔&"({0}) = 𝑆, also ist S abgeschlossen, also ℝ²\S 
offen. 

Die Funktion f ist stetig differenzierbar (als Quotient von Polynomen mit nullstellenfreiem Nenner). 

Die Zusammenhangskomponenten von ℝ²\S, d.h. die vier Mengen 

 𝑋" ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ! ∶ 	𝑦 > 0, 𝑦! > 𝑥}, 𝑋! ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ! ∶ 	𝑦 < 0, 𝑦! > 𝑥},  

 𝑋* ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ! ∶ 	𝑦 > 0, 𝑦! < 𝑥}, 𝑋) ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ! ∶ 	𝑦 < 0, 𝑦! < 𝑥} sind ebenfalls offen. 

Daher hat jedes Anfangswertproblem 𝑦+ = 𝑓|,#(𝑥, 𝑦)	, 𝑦(𝑥() = 𝑦( eine eindeutige maximale 
Lösung 𝜆 ∶ 𝐼 → ℝ mit 𝛤(𝜆) = E;𝑥, 𝜆(𝑥)<: 𝑥 ∈ 𝐼F ⊆ 𝑋- 	𝑓ü𝑟	(𝑥. , 𝑦() ∈ 𝑋-. 

 

Zu b) 

Die Funktion E ist stetig differenzierbar. Ist λ die maximale Lösung von (1), so ist 𝜑: 𝐼 → ℝ	; 𝑥 →
𝐸;𝑥, 𝜆(𝑥)< stetig differenzierbar (als Komposition von stetig differenzierbaren Funktionen) mit 

𝜑+(𝑥) = 〈𝑔𝑟𝑎𝑑(𝐸) M $
/($)N	, M
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/$($)N	〉 = 〈P

&!01/($)2
"
&$3&)$!

!01/($)2
"
&$3∗!/($)

Q	, M "
51$,/($)2N	〉 = −2;𝜆(𝑥)<! + 𝑥 −

4𝑥* + 2;𝜆(𝑥)<! − 2𝑥 + 4𝑥* = 0. 

Weil φ auf dem Intervall I die Ableitung 0 hat, ist φ konstant. 

 

Zu c)  

Da φ nach (b) konstant ist, gilt für die Anfangsbedingung (0, 𝑦()	𝑚𝑖𝑡	𝑦( > 0: 𝐸(0, 𝑦() = 𝑦() =

𝐸;𝑥, 𝜆(𝑥)< = M;𝜆(𝑥)<! − 𝑥N
!
− 𝑥) = ;𝜆(𝑥)<) − 2𝑥;𝜆(𝑥)<! + 𝑥! − 𝑥).  



Dies liefert M;𝜆(𝑥)<! − 𝑥N
!
− 𝑥) − 𝑦() = 0 , also ;𝜆(𝑥)<! = 𝑥 ± X𝑥) + 𝑦(). Diese Nullstellen von 

𝑥 ± X𝑥) + 𝑦() sind zugleich auch Nullstellen von 𝑥) − 𝑥! + 𝑦(), erfüllen also 𝑥",!! =
"±8"&)#%"

!
. 

 
i) Für 𝑦( >

"
!
 gibt es also keine Nullstelle von 𝑥 + X𝑥) + 𝑦() = ;𝜆(𝑥)<! in ℝ, weshalb 

 𝜆(𝑥) ≔ Y𝑥 + X𝑥) + 𝑦() für alle x ∈ ℝ definiert ist, da z.B. 𝜆(0) = YX𝑦() = |𝑦(| = 𝑦( > 0. 
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, also  

𝜆+(𝑥) = 𝑓;𝑥, 𝜆(𝑥)< und 𝜆(𝑥) > 0; ;𝜆(𝑥)<! = 𝑥 + X𝑥) + 𝑦() > 𝑥. Damit ist λ für 𝑦( =
"
!
 eine 

Lösung von (1) mit 𝛤(𝜆) = E;𝑥, 𝜆(𝑥)<: 𝑥 ∈ ℝF ⊆ 𝑋", also auch von 𝑦+ = 𝑓|,'(𝑥, 𝑦); 𝑦(0) = 𝑦( >
"
!
 

Da λ auf ℝ definiert ist, hat es das Randverhalten einer maximalen Lösung. 

 

ii) Für 𝑦( ≤
"
!
 ist 𝑐 ≔ −`

":8"&)#%"

!
	 ∈	] − ∞; "

√!
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 𝜆(𝑐) = 𝑐 + X𝑐) + 𝑦() = 𝑐 +
`<":8"&)#%"=

"
:)#%&

)
= 0. 

Für 𝑥 > 𝑐	gilt:	𝜆(𝑥) > 0; 𝜆(0) = 𝑦(; 𝜆+(𝑥) = 𝑓;𝑥, 𝜆(𝑥)< und daher ist 

𝜆: ]𝑐;∞[→ ℝ	; 𝑥 → 𝑥 + X𝑥) + 𝑦() eine Lösung von (1) für 𝑦( ≤
"
!
 mit 𝜆(𝑥)

$↘?
h⎯j 0 und 𝛤(𝜆) ⊆ 𝑋" 

somit die maximale Lösung von 𝑦+ = 𝑓|,'(𝑥, 𝑦); 𝑦(0) = 𝑦( ≤
"
!
. 

 


