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Gegeben sei die Menge S := {(x,y) € R? : y(y? — x) = 0}

und die Funktion f: R?\S - R; (x,y) — % + o7 Zusammen mit dem Anfangswertproblem
y=fl,y); y(xo) =y, (1) wobei (xg, Vo) € R?\S zu wiihlen ist.

a) Fertigen Sie eine beschriftete Skizze der Menge S an und begriinden Sie, warum (1) fiir alle
(x0, ¥o) € R2\S eine eindeutig bestimmte maximale Lsung besitzt.

b) Seiy:I— R die maximale Losung von (1) und E : R? -» R; (x,y) = (y? — x)? — x*.
Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢:1 > R ;x > E(x,y(x)) konstant ist.

c) Sei xo = 0. Bestimmen Sie die Menge der yo> 0, fiir die die maximale Losung von (1) auf
ganz R definiert ist.

Zu a)

S={(xy) ER?: y(y>*—x) =0} ={(x,0): x € R}U{(x,y) € R? : y? = x}.

Fiir stetiges g: R? - R ; (x,y) = y(y? — x) gilt g~1({0}) = S, also ist S abgeschlossen, also R?\S
offen.

Die Funktion f ist stetig differenzierbar (als Quotient von Polynomen mit nullstellenfreiem Nenner).
Die Zusammenhangskomponenten von R2\S, d.h. die vier Mengen

X, ={(,y) €ER?: y>0,y2>x}, X, ={(x,y) ER?: y<0,y% > x},

X;={(x,y) ER?: y>0,y% <x}, X, :={(x,y) ER?: y <0,y? < x} sind ebenfalls offen.

Daher hat jedes Anfangswertproblem y' = f1{y (x,¥),y(xo) = y, eine eindeutige maximale
Losung A : I - Rmit I'(A) = {(x,A(x)): x € I} € X, fiir (x,,¥,) € X,.

Zub)

Die Funktion E ist stetig differenzierbar. Ist A die maximale Losung von (1), soist p:1 - R;x —
E(x, A(x)) stetig differenzierbar (als Komposition von stetig differenzierbaren Funktionen) mit

0’ () = (grad(®) (35) (i) ) = <<;(2((A(?§))2)_;;)2_;;> (reac)) = —200) +x -

4x3 + Z(A(x))z —2x+4x3=0.

Weil ¢ auf dem Intervall I die Ableitung 0 hat, ist ¢ konstant.

Zuc)

Da ¢ nach (b) konstant ist, gilt fiir die Anfangsbedingung (0, y,) mit y, > 0: E(0,y,) = yg =
2
E(x,A(x)) = ((A(x))z - x) —x* = (A(x))4 - 2x()1(x))2 +x2 — x*.



2
Dies liefert ((/1(x))2 - x) —x*—y3 =0,also ()L(x))2 = x +/x* + y;. Diese Nullstellen von

1+ /1—4y§

x £ 4/x* + y3 sind zugleich auch Nullstellen von x* — x? + yg, erfiillen also x7, = .

i) Fiir y, > % gibt es also keine Nullstelle von x + /x* + yy = ()l(x))z in R, weshalb

A(x) = |x +/x* + y fiir alle x € R definiert ist, da z.B. 1(0) = /\/y_é = |yl = y, > 0.
: 1 X3
A(x) = 1 T SRR <1+ x ): . -
Zm 2 et 20\ (@) x)) AW T aw((w) )

Ax) = f(x,/'l(x)) und A(x) > 0; (A(x))z = x ++/x* + yy > x. Damit ist A fiir y, = % eine
Losung von (1) mit I'(A) = {(x,l(x)):x € ]R} € X;, also auchvony’ = fx (x,y);y(0) = y, > %

Da A auf R definiert ist, hat es das Randverhalten einer maximalen Losung.

. 1.
1 < = [ R S —_ PR
i1) Fiir y, S istc = . €] — oo; 2]

2
<1+ /1—4y§> +4yg
A(c)=c+\/c4+y5‘=c+\/ ? =0.

Fiir x > c gilt: A(x) > 0; 1(0) = yg; A'(x) = f(x,l(x)) und daher ist

Ai]c; o[- R;x = x ++/x* + y, eine Losung von (1) fiir y, < imit A(x) - Ound I'(A) € X;
XNC

somit die maximale Losung von y’ = fx (x,y); y(0) = y, < %



