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Für a ∈ ℂ und r > 0 bezeichne 𝐵!(𝑎) ≔ {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧 − 𝑎| < 	𝑟} die offene Kreisscheibe mit 
Mittelpunkt a und Radius r. Weiter seien 𝐷" ≔ 𝐵√$(1), 𝐷% ≔ 𝐵√$(−1)	𝑢𝑛𝑑	𝐷 ≔ 𝐷" ∩ 𝐷% . Ziel 
dieser Aufgabe ist es, eine Funktion G zu bestimmen, die D biholomorph auf die 
Einheitskreisscheibe B1(0) abbildet. 

a) Begründen Sie, warum es eine solche Funktion G geben muss und warum diese keine 
Möbiustransformation sein kann. 

b) Zeigen Sie: ∂D+ und ∂D− schneiden sich in den beiden Punkten i und −i jeweils im Winkel 
&
$
. 

c) Es sei 𝑇: ℂ → ℂ	; 𝑧 → '"(
'%(

 . Zeigen Sie 𝑇(𝐷) = <𝑟𝑒') ∶ 𝑟 > 0, 𝜑 ∈	] − &
*
; &
*
[D ≔ 𝑈 

Hinweis: Bestimmen Sie zunächst das Bild der Geraden iℝ und dann der beiden Kreislinien 
∂D− und ∂D+ unter der winkeltreuen Möbiustransformation T. 

d) Bestimmen Sie eine explizite Darstellung einer biholomorphen Abbildung h von U auf 
B1(0) und leiten Sie hieraus eine explizite Darstellung der gesuchten Funktion G ab. 

 

Zu a) 

Da D als Durchschnitt von zwei offenen Kreisscheiben offen und konvex ist und da ∅ ≠ 𝐷 ≠ ℂ ist, 
ist D ein nichtleeres, einfach zusammenhängendes Gebiet und deshalb gibt es nach dem 
Riemannschen Abbildungssatz eine biholomorphe Abbildung 	G ∶ D → B+(0). G kann nicht die 
Einschränkung einer Möbiustransformation sein, denn dann ist auch G%+ ∶ B+(0) → D die 
Einschränkung einer Möbiustransformation 𝜑 ∶ 	ℂK → ℂK und damit 𝜑L𝜕𝐵+(0)N = 𝜕𝐷 eine 
verallgemeinerte Kreislinie im Widerspruch zur Definition von D. 

 

Zu b) 

Für die Parametrisierung 𝛾" ∶ [0; 2𝜋] → ℂ	; 𝑡 → 1 + √2𝑒%',	von	𝜕𝐷" und 

 𝛾% ∶ [0; 2𝜋] → ℂ	; 𝑡 → −1 + √2𝑒%',	von	𝜕𝐷% ist  

𝛾" X
-
*
𝜋Y = 1 + √2X%+"'

√$
Y = 𝑖 = 𝛾% X

-
*
𝜋Y und 𝛾" X

.
*
𝜋Y = 1 + √2 X%+%'

√$
Y = −𝑖 = 𝛾% X

.
*
𝜋Y. 

Die Funktionen ℝ → ℂ	; 𝑡 → 𝑖 + 𝑡	𝛾"/ X
-
*
𝜋Y = 𝑖 + 𝑡√2𝑒

!
"&'(𝑖) = 𝑖 + 𝑡√2𝑒

#
"&'(−𝑖)  und   

ℝ → ℂ	; 𝑡 → 𝑖 + 𝑡	𝛾%/ X
-
*
𝜋Y = 𝑖 + 𝑡√2𝑒%

!
"&'(−𝑖) = 𝑖 + 𝑡√2𝑒%

$
"&'(−𝑖) = 𝑖 + 𝑡√2𝑒

%
"&'(−𝑖) 

parametrisieren die Tangenten an ∂D%	und	 ∂D" in i und zwischen .
*
𝜋 und 0

*
𝜋 ist ein Winkel von &

$
, 

unter dem sich beide Tangenten schneiden. 

Analog ist 𝛾"/ X
.
*
𝜋Y = √2𝑒

#
"&'(𝑖) = √2𝑒

%
"&' und 𝛾%/ X

.
*
𝜋Y = √2𝑒%

#
"&'(−𝑖) = √2𝑒

#
"&'. 

 

Zu c) 



 𝑇: ℂK → ℂK	; 𝑧 → 	_

'"(
'%(
	 ; 𝑧 ∈ ℂ\{𝑖}

∞	; 𝑧 = 𝑖						
−1	; 𝑧 = ∞					

 definiert wegen det X 1 𝑖
−1 𝑖Y = 𝑖 − (−𝑖) = 2𝑖 ≠ 0 eine 

Möbiustransformation. Für 𝑦 ∈ ℝ ist 𝑇(𝑖𝑦) = '"'1
'%'1

= +"1
+%1

∈ ℝ ∪ {∞}, also wird durch T die 

verallgemeinerte Kreislinie 𝑖ℝ ∪ {∞} auf die verallgemeinerte Kreislinie ℝ ∪ {∞} abgebildet. 

𝑇(1) = '"+
'%+

= (+"')(%+%')
(%+"')(%+%')

= %$'
$
= −𝑖, deshalb wird die rechte Halbebene auf die untere Halbebene 

abgebildet, also 𝑇({𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑅𝑒(𝑧) > 0}) = {𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝐼𝑚(𝑧) < 0} und 𝑇({𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝑅𝑒(𝑧) < 0}) =
{𝑧 ∈ ℂ ∶ 𝐼𝑚(𝑧) > 0}. 

Es sind i und -i die Schnittpunkte der (verallgemeinerten) Kreislinien Spur(γ+) und Spur(γ-) mit  
T(i) = ∞ und T(-i) = 0. Wegen T(i) = ∞ sind die Bilder 𝑇L𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾")N und 𝑇L𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾%)N Geraden 
durch ∞ und 0. 

Es gilt 1 + 𝑖√2 ∈ 𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾"), −1 + 𝑖√2 ∈ 𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾%) mit 𝑇L1 + 𝑖√2N = ⋯ = %$%$'

+"4+%√$5
& 	 ∈

{𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦	 ∈ ℂ ∶ 𝑥 = 𝑦} und 𝑇L−1 + 𝑖√2N = ⋯ = %$"$'

+"4+%√$5
& 	 ∈ {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦	 ∈ ℂ ∶ 𝑥 = −𝑦}. 

Damit ist 𝑇L𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾")N = {𝑥 + 𝑖𝑥 ∶ 𝑥 ∈ ℝ} ∪ {∞} und 𝑇L𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾%)N = {𝑥 − 𝑖𝑥 ∶ 𝑥 ∈ ℝ} ∪ {∞}. 

Es gilt 2𝑖 ∉ 𝐷"𝑢𝑛𝑑	𝑇(2𝑖) = −3. Da die Zusammenhangskomponente D+ von ℂK\𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾") auf eine 
Zusammenhangskomponente von ℂK\𝑇L𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾")N abgebildet wird, ist 𝑇(𝐷") = {𝑥 + 𝑖𝑦 ∶ 𝑥 > 𝑦} 
und ebenso ist 𝑇(𝐷%) = {𝑥 + 𝑖𝑦 ∶ 𝑦 > −𝑥}. 

 

 

 

 T(D+)       T(D-) 

 

Da T bijektiv ist, ist 𝑇(𝐷) = 𝑇(𝐷" ∩ 𝐷%) = 𝑇(𝐷") ∩ 𝑇(𝐷%) = {𝑥 + 𝑖𝑦 ∶ 𝑥 > 𝑦 > −𝑥} =
<𝑟𝑒') ∶ 𝑟 > 0, 𝜑 ∈	] − &

*
; &
*
[D = 𝑈 

 

Zu d) 

𝑓+: 𝑈 → {𝑧 ∶ 𝑅𝑒(𝑧) > 0, 𝐼𝑚(𝑧) > 0}	; 𝑧 → 𝑒
'(
" 𝑧 ist bijektiv und holomorph, also biholomorph. 

𝑓$: {𝑧 ∶ 𝑅𝑒(𝑧) > 0, 𝐼𝑚(𝑧) > 0} → {𝑧 ∶ 𝐼𝑚(𝑧) > 0}	; 𝑧 → 𝑧² ist holomorph und bijektiv 

𝑓-: {𝑧 ∶ 𝐼𝑚(𝑧) > 0} → 𝐵+(0)	; 𝑧 →
(%'
("'

 ist biholomorph als Einschränkung der Cayley-
Transformation.  

Somit gilt: ℎ = 𝑓- ∘ 𝑓$ ∘ 𝑓+ = 𝑈 → 𝐵+(0) ist biholomorph als Komposition bihol. Funktionen. 

Da T biholomorph ist mit T(D) = U, ist auch die Einschränkung 𝑓* ∶ 𝐷 → 𝑈	; 𝑧 → 𝑇(𝑧) 
biholomorph und 𝐺 ≔ ℎ ∘ 𝑓* ∶ 𝐷 → 𝐵+(0) ist biholomorph. 


