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Fiir a € C und r > 0 bezeichne B, (a) := {z € C: |z — a| < r} die offene Kreisscheibe mit
Mittelpunkt a und Radius r. Weiter seien D, := B 7(1),D_ := B z(—1) und D := D, N D_ . Ziel
dieser Aufgabe ist es, eine Funktion G zu bestimmen, die D biholomorph auf die
Einheitskreisscheibe B1(0) abbildet.

a) Begriinden Sie, warum es eine solche Funktion G geben muss und warum diese keine
Mobiustransformation sein kann.

b) Zeigen Sie: 0D+ und 0D- schneiden sich in den beiden Punkten i und —i jeweils im Winkel
T

>
c) EsseiT:C—>C;z %t—j.ZeigenSieT(D) = {rei‘P > 0,0 €] —%;%[} = U
Hinweis: Bestimmen Sie zundchst das Bild der Geraden iR und dann der beiden Kreislinien
OD- und 0D+ unter der winkeltreuen Mobiustransformation T.
d) Bestimmen Sie eine explizite Darstellung einer biholomorphen Abbildung h von U auf

B1(0) und leiten Sie hieraus eine explizite Darstellung der gesuchten Funktion G ab.

Zu a)

Da D als Durchschnitt von zwei offenen Kreisscheiben offen und konvex istund da @ # D # C ist,
ist D ein nichtleeres, einfach zusammenhédngendes Gebiet und deshalb gibt es nach dem
Riemannschen Abbildungssatz eine biholomorphe Abbildung G : D = B;(0). G kann nicht die
Einschrinkung einer Mébiustransformation sein, denn dann ist auch G : B;(0) — D die

Einschrinkung einer Mébiustransformation ¢ : € — C und damit ¢ (8B, (0)) = D eine
verallgemeinerte Kreislinie im Widerspruch zur Definition von D.

Zub)
Fiir die Parametrisierung y, : [0;2m] = C;t = 1 +v/2e~ von dD, und

v_:[0;2n] - C;t » —1 ++/2e"* von dD_ ist
) 1 D) == ) mir o) =1+ VB9 i . )

3 . 5 .
Die Funktionen R = C; ¢ — i + t y. G n) =i+ tyZer" (i) = i + tvV2es™ (—i) und

3 . 9 . 7 .
R-Citoi+ty (3n)=i+tV2e ™ (i) = i + tv2e 4" (i) = i + tv2ed™ (~0)
parametrisieren die Tangenten an dD_ und 9D, in i und zwischen Z 7 und Z  ist ein Winkel von g,

unter dem sich beide Tangenten schneiden.

5 . 7 . 5 . 5 .
Analog ist ¥ G n) = /22" (i) = V2e7™ und y’ G n) = 2e 4" (—=i) = V2ea™.

Zuc)
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T:C->C;z> 1 w.z=i definiert wegen det(_1 i) =1i{—(—i) = 2i # 0 eine
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verallgemeinerte Kreislinie iR U {co} auf die verallgemeinerte Kreislinie R U {0} abgebildet.

Mobiustransformation. Fiir y € Rist T(iy) = € R U {00}, also wird durch T die

i1 (+D(-1-0) _ -2i
T = i-1 (-1+D(-1-i) 2
abgebildet, also T({z € C: Re(z) >0}) ={z€ C:Im(z) <0}und T({z € C: Re(z) < 0}) =
{ze C:Im(z) > 0}.

= —i, deshalb wird die rechte Halbebene auf die untere Halbebene

Es sind 1 und -1 die Schnittpunkte der (verallgemeinerten) Kreislinien Spur(y+) und Spur(y-) mit
T(i) = o0 und T(-i) = 0. Wegen T(i) = o sind die Bilder T(Spur(y,)) und T(Spur(y_)) Geraden
durch oo und 0.

Es gilt 1 4+ ivV2 € Spur(y,),—1 + iV2 € Spur(y_) mit T(1 + iv2) = - = ﬁ
+ —
. . —2+2i
= €EC:x= T(=1+iV2) = =—22 e{z=x+iy €C:x = —y}.
{z=x+iy €C:x=y}und T(—1+ iV2) a2 {z=x+iy eC:x v}

Damit ist T(Spur(y+)) ={x+ix:x € R}U{o}und T(Spur(y_)) ={x —ix:x € R}U {oo}.

Es gilt 2i € D,und T(2i) = —3. Da die Zusammenhangskomponente D+ von C\Spur(y,) auf eine
Zusammenhangskomponente von C\T (Spur(y,)) abgebildet wird, ist T(D,) = {x + iy : x > y}
und ebenso ist T(D_) = {x + iy : y > —x}.

T(D-)

Da Tbijektw ist, ist T(D) =T(D,ND_)=TMO)NTD)={x+iy:x>y>—x}=

{re“l’ r>0,p€]— Z,%[}=U

/ N

Zu d)

fi:U > {z:Re(z) >0,Im(z) >0};z - eiTnz ist bijektiv und holomorph, also biholomorph.
fo:{z : Re(z) > 0,Im(z) > 0} - {z : Im(z) > 0}; z - z* ist holomorph und bijektiv

fz:{z : Im(z) > 0} - B;(0);z - z—: ist biholomorph als Einschriankung der Cayley-
Transformation.

Somit gilt: h = f5 o f, o f; = U = B;(0) ist biholomorph als Komposition bihol. Funktionen.

Da T biholomorph ist mit T(D) = U, ist auch die Einschrinkung f, : D - U ;z - T(2)
biholomorph und G := h o f, : D = B, (0) ist biholomorph.



