F21T2A3
Auf ]0, o[ S R betrachten wir die Differentialgleichung x" = (x — 2)(x + 2) In(x).

a) Zeigen Sie, dass zu jedem xo > 0 eine eindeutige maximale Losung x : [ — R der
Differentialgleichung zu dem Anfangswert x(0) = xo existiert. Hierbei ist I € R ein offenes
Intervall mit 0 € 1.

b) Bestimmen Sie alle Anfangswerte, flir die die maximale Losung konstant ist.

c) Bestimmen Sie alle Anfangswerte, fiir die die maximale Lésung streng monoton wichst und
alle Anfangswerte, fiir die die maximale Losung streng monoton fillt.

d) Seix, = % und x :]a, b[— R die maximale Losung zu dem Anfangswert xo . Bestimmen Sie
a, b und die Grenzwerte ltl\m x(t) und lti}rgl x(t). Fiir a ist eine Darstellung als Integral
a

ausreichend.

Zu a)

Da f:]0; 0] » R;x = (x — 2)(x + 2) In(x) stetig differenzierbar ist, gibt es nach dem globalen
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir alle x, € ]0; oo[ eine eindeutige maximale Losung A, : 1 - R
von x' = f(x),x(0) = x,, wobei I € R ein offenes Intervall mit 0 € I ist.

Zub)

Die Funktion f hat auf ]0;00[ nur die Nullstellen 1 und 2, deshalb sind dies die einzigen konstanten
Losungen zu x' = f(x).

Zuc)

Dald;:R—->R;t—=>1und 1,:R = R;t - 2 die maximalen Losungen zu x' = f(x), x(0) = 1 bzw.
x(0) = 2 sind und da sich die Graphen maximaler Losungen nicht schneiden, gilt nach
Zwischenwertsatz:

i) Fiir xo €]0; 1[ ist A, (t) €]0; 1[ fir alle t € I, also

i) Ay, () = (Axo —2) (Axo + Z)In(lxo) > 0 flir alle t € I, also A, streng monoton
steigend.

iii)  Fiirxy €]1; 2[ ist 4, (t) €]1; 2[ fur alle t € I, also
Ay, () = (Axo -2) (xlxo + 2)1n()1x0) <0 fur allet € I, also A, streng monoton
fallend.

iv)  Firxy > 2ist A, (t) > 2 flralle t € I, also
Ay, () = (Axo -2) (xlxo + 2)1n()1x0) > 0 fur alle t € I, also A, streng monoton
steigend.



Zu d)
Sei A : Ja; b[ = R die maximale Losung des Anfangswertproblems x" = f(x), x(0) = %

Da A streng monoton steigend und wegen A(t) €]0; 1| fiir alle t € Ja; b[ beschréankt ist, existieren
die Grenzwerte ¢, = lti;E x(t) = sup{A(t):t €]a;b[} € E, 1] und C, = ltl\m A(t) = inf{A(t):t €
a

Ja;b[} € |0;5]

Da X monoton steigend ist, ist I, (1) = {(t,l(t)): t €[0; b[} C [0; b[x E, 1] = [0; b] X E, 1].
Nach der Charakterisierung der maximalen Losung durch ihr Randverhalten ist I, (1) nicht relativ

kompakt in R X ]0; oo, also ist b = oo, denn sonst wire I, (1) eine kompakte Teilmenge von
R X ]0; 0of .

Angenommen ¢; < 1, dann gibt es fiir n < c;ein T > 0 mit A(t) € [n; ¢,] fir alle t = T. Also gilt
A() = A(0) + [ X'(s)ds = > + [ (A(s) — 2)(A(s) + 2) In(A(s)) ds = A(T) + [ (A(s) —
2)(A(s) + 2) ln()l(s)) ds = A(T) + th(n -2 +2)In(m)ds=AT)+(t-T)(n—2)(n +
2)In(n) P dies steht im Widerspruch zu A(t) €]0; 1] fiir alle t € ]a; b[ . Daher ist ¢; = 1.
Angenommen ¢, > 0, dann ist A’'(s) = (A(s) — 2)(A(s) + 2) ln(/l(s)) > (¢, —2)(c, +

2)In(c,) > 0 und daher A(t) = > + f[ 2'(s)ds =5 — [’ 2'(s)ds <5 — (c; — 2)(c; + 2) In(c,) |¢]
fiir t €0; b[ ; also ist I_(1) = {(¢, A(t)): t € ]a; 0]} (]a; 0] x [cz;ﬂ) N {(t,x) €]a; 0] x

[cz; %] tx < i —(c; = 2)(cy; + 2)In(cy) Itl} relativ kompakt in R X ]0; oo[ im Widerspruch zur
Charakterisierung der maximalen Losung iiber ihr Randverhalten. Daher ist ¢, = 0 und deshalb gilt

f; AV (s)ds =+,
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